MATHEMATIQUES
METHODES DE CALCUL ET RAISONNEMENT
Durée : 2 heures
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Partie Il : Inégalités de concentration
Om se donne une variable aléatoire réelle positive X admettant une espérance notée E(X), ainsi qu'un

réel a = 0.
5. Démontrer l'inégalité de Markov : P{X = g "%, O pourra supposer que X est une Je

aléatoire discréte.
Pour tout réel ¢ positif, on introduit la v le aléatoire réelle Z; = exp(tX). Sous réserve d'existence,
on note y{t) = In(E(Z).

6. On suppose icl que la fonction ¢ est bien définie sur R,
ﬁﬂponﬂ.f En appliquant I'inégalité de Markov i la variable Z,, montrer que

PUX > a < V01,

question que la variable X suit une loi de Poisson de parameétre J = 0
Ia fonction ¢ est bien définie sur R* et déterminer son expression

alors on
Zexplalnl —alna+a-J).
. et T.b est la meilleure lorsque a tend vers +o?

n qui 4 un réel strictement




12. Donner la définition dy foyau de L et déterminer-le.
13. L'endnmorphisme L est-il surjectif?
14. Déterminer la matrice de 1, dans Ja base canonique de Ry[X] lorsque d = 3,

On revient au cas d quelconque,

15. Quels sont les valeurs propres et les espaces propres de L7
16. Pour quelle(s) valeur(s) de d, 'endomorphisme L est-il diagonalisable 7

(0 0 0
On considére la matrice A = [0 0 L'DJ et I'on note C(A) = {M € Ma(R) : AM « Ma).
001
rouver gue C(A) est un sous-espace vectoriel de AMs(R).
a b.ed e f g het k9 réels. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
a b ¢




Partie V : Calculs de moments

Dans cette partie, on considére que les bactéries d'un milieu de culture proviennent de la division d'un
unique ancétre commun. Au fil des divisions, une bactérie peut devenir résistante i I'antibiotique, auguel
cas elle t cette propriété i I ble de ses d i On admet que, dans ce cadre, la
variable aléatoire X qui décrit le nombre de bactéries vivantes a la fin de I'expérience suit une loi de
Yule-Simon de paramétre v, avec v un réel strictement supérieur & 2,

1
21. Pour tout couple d'entiers (n,p), on pose Ing = [ (1 - P dr.

2La. Soient n et p deux entiers naturels. Trouver une relation entre Inps1 el lnype
\21.b. En déduire que pour tout entier naturel n, ona :

n!p!

¥pEN, Ihp= m-

1
lim (N + 1}J 1 - ™V dr,
o o
et ¢ €]0.1]. En utilisant la question 20. a, prouver que :

egiia L (-0 (ena-gN
i # t

o

que X posside une espérance et que




