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Epreuve de Mathématiques A
Durée 4 h

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d énoncé, d'une partil le signafa au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie

it sa position en indig les rai des initiatives qu'il est amené &
prendra

L'usage de calculatrices est interdit.

A rendre avec la copie 1 feuille de papier millimétré

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des
copies. En particulier, les résultats non justiiés ne seront pas pris en compte. Les
questions non _correctement référencées ne seront pas notées Les candidats sont
invités & encadrer les résultats de leurs calculs

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s'ils le jugent nécessaire, leurs,
réponses avec un dessin.

Le sujet est composé de 4 parties
Les deux premiéres parties sont independantes entre elles, les deux derniéres parties
utilisent certains résultats établis dans les deux premiéres parties.

CONSIGNES :

Composer hsiblement sur les copies avec un stylo a bille a encre foncée : bleue ou
nore.

L'usage de stylo a friction, stylo plume, stylo feutre, liquide de correction et dérouleur
de ruban correcteur est sirictement interdt. Les surveillants et surveillantes se
réserven| le droit de les confisquer

Remplir sur chaque copie en MAJUSCULES toutes vos informations d'identification
NOM, Préncm, numéro ir plion, date de nai e, le libellé du concours, le libelié
de 'epreuve et la session

Ure feullle, dont l'entéte n'a pas été intégralement renseigné, ne sera pas prise en
comple

Il est interddt aux candidals de signer leur composition ou d'y metire un signe
quelconque  pouvant indiquer sa p . La pré d'une inf
d'dentification en dehors du carlouche donnera lieu a un point de pénalité et la m
concernée pourra élre soustraite de la correction
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Partie A : Quelques matrices
2 8 =2 5 -4
O considine les matrices My = (l ) My = 3 My = 1 1

1. Rappeler I caractérisation des matrices trigonalisables & aide du polynome ca-
racheristhgue.

2. My estolle diagonalisable dans Az ()7 dans Ma(R)?
Diéterminer (si possible) une matrice P, inversible et une matrice disgonale [
telles que My = By Dy Py
Lie eabeul de P n'est pas demandé.

8 My estello dingonalisable dans Ma(C) 7 dans Mg (R)?
[Nterminer {si possible) une matrice Py inversible o dne matrice diagonale 0y
telles que Afy = BDo Pyl
Le ealeul de P! n'est pas dernande,

4. (n) My est-olle dingonalisable dans AMs(R) ? Trigonalizable dans Ma(R)?

(b) On note fy Pendomorphisme de B? canotiquement assoelé i la matrice My,
Diétermitner une base de B dans laquetle In matrice do fy ost Ty = ;; ; 5

On sintéresse désormals aux matrices My, b) = (T T) o (a, b) € BY

£l

5. A quelle condition nécossaire ot suffisante les matrices Mz, b} sont-elles inver-

sibles
6, Calenler le discriminant Ala, b) du polyndme caractéristique de Mia, b).
7, (a) Jostifier que si Afa, b) = 0 wlors M{a, i) n'est pas disgonalisable dans Ma(C),
(b} Lorsgue Afa, b) # 0, M{a, b) est-elle diagonaligable? On précisera si c'est duns
My(R) et fon M3(C),
#, Heprésenter sur la feuilie de papier millimétré fournie ;
o Pensemble dei points de coordennées (a, B) tels que M(a, 5] st non inver-

sible ;
o lemsemble des points de coordonnées (a, b) tels que M (a, b) est dingounlisable

dans Ma(R);
o Vensembile des points de coordonnées (a, b) tels que M (a, b) est dingonalisable

dans My (C) mabs prs dans Mg(R);

o Vensemble des points de coordonnées (a, b) tels que M {a, b) w'est pus disgo-
rudisale dans My (C) ;

o lim 3 points correspondant sk matriees My, My ot My définies oo dibut de

oty partie




mbles aléatoires

: Un couple de va

catoires (X, ¥} dont T lol conjointe est
o X100 = V15 ry =0 ot 1

Partic C : Des variables aléatc

o e | es A et B sont dgales
take r In parthe B
M{A, E x i
t o M{A e oit pas dis sable dans My(R) &
fin . que A et B oot deus variables
t o 1 we partie H di

Tournee In page S.NP




A On suppose i cette question que A suit
ol 1 et un entier nature] non nul et p est un ;
ol oamtrique de parante ool rest un MW
() Rppeler Punivers-image A(R) de A winsi que Jes M W
ke AR, P b ) ke
(1) Ruppeler Punivers-image B(2) de B ainst que les probablites P(B = k) pour
k€ B(). ; s _
(¢) Déimontrer que b pmhiﬁbé quie M{A, B) ne solt pas inversible est Cpale B
e
[ l:lusnppmrdammuqmwmqmasnithw&hmndnpmmeAﬁW
t‘=—Bsuilhhichdm«depmeyuhAﬂnwmmrth
(#) Rappeler Punivers-image A(§2) de A ains que o probubilités P4 = k) pour
ke Aff).

(b) Démontrer que A 4 7 suit 1a Joi dhe Poisson de paramitoe A+ po
On pomra utiliser ks fonctions gindratrices.

(¢} En déduire ln probabilité que M{A, B} soit inversible.

O sappose désorimas jusqu’i ls fin de cette partic que A suit In 16 de Poisson de paramitre
Aet B suit In loi do Poisson de paramitre y ofi X et jsont deux réels strictement positifs,

5. Dimwmtrer que bs probabilité que M4, B) soit non imversibile ost égale &

1= z L".i’.’_t-‘u ),

L'ohjoctif des questi i mdm... iner une valeur o hée de I,
A
6. Une premidey option : Polir tout a1 = 0, on note By = Z [{k‘:) piAa),
k=ntl
() Démontres gue
Wi 3 00 ol & A,

(a4 1)

(b) Eerite en langage PYy1ioN une fonction val app de paramitee un vl stricte-
ment positil eps, qui caloube o ronveie b valenr d'une somme partielle de 7
reprisettant une valeur approchée de 1 eps > 0 pris,

O upposers quie les vabours de 4ot de i sont stovkises Tespectivenent dans les
variabilis globalos fa et mu ot qllr les fonetions expotenticlle o fuetorielle sont
fisponibles grice o la

from math import exp, factorial
T n'ent puss demandé ln documentation des fonctions mads il possible ot mome
rocormmandé de commenter les lgnes de code.

() Qiclle lnstruction doit-on rajouter pour alficher woo videwr approchée de T a
10-% priw?




7. Umdtmﬂmopﬁm &uﬂmmwmmﬂmndonmaﬂm.. ”
les aléatoires A et B,
Powr { € 1t N] onmJ.lnvmbluﬂénméxnhhlaihmmeA.
mmmimraibhkmdnhﬂmmmuhﬁmetmhiom

On note également Ky =Z.Lm'ﬁ’—n e
k=1
(a) Reconnaitre la loi de la varlablo aléatoire J; pour ¢ € [1; N]. On donnera son
O Alfsl Que So1 ou Bed paramdtres.
(b} Quelle est 1a loi de Ky 7 On donnera son nom: ainsh que Sof. ou 568 paramitres.
Upe justification est attendue.

{¢) En déduire Vespérance et la varianco de Ky,
{d) Démontrer i l'aide de Iinégalité de Bienaymé-Tehebychev, que ©

1
Ve >0, P(|Kn - 1| 20 & s
(e} En déduire que

e 1
e >0, P € [Ry ~&: Ky +)) 21~ romm

(f) Pour A =1 et = 2, on effectue N = 100000 simuilations.
La matrice M{A, B) a &6 non inversible i 21 357 reprises.
Quelle information eoncernant la valeur de 1, indgalité précédente donne-t-elle
& on prend £ = 10727 Puis £ = 107 i1

Partie D : Un deuxiéme couple de variables aléatolres.
Soient 1 € N*. X et ¥ denx variables aléatoires telles que X () = (s, 22, .o #n} et
¥i2) = {1, ¥y e )
On nate £ = (gij)1cijan 1a matrice de M, (R) définie par :
Wi, 1) € (L nl, gy = PIX =2, Y =)

1. On suppose que X ot ¥ sont indépendantes et que ¥i £ [t n) P(X =5) #0.
() Justifier que le raug de la matrice Q est égal & 1.
(b} Que peut-on en déduire concernant les éventuelles valeurs propres (réelles) de
) ninsi que leur multiplicite
() Démontrer gue  ost diagonlisable,
(d) Lorsque n = 4, donner un exemple ol Q n'est pas disgonalisable si on enlive
I'hypothise ¥i € [1; n], PLX = &) #0.
Les deux variables aléatoires X et ¥ deveont &tre non constantes.
2. O wuppose que bo rang de € st dgal i 1
Iamemtrer qua X et ¥ sont indépendantos,
On provrri, s nfcessialr, géndralisor sans ¢ iom cortaing résultats vus dans
la partie 13




