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b fin de 'énonee,
L'énemed comporte un exercice ef unt probléme. Lo ERHS I

Exercice

p sres de cot énoncé sont définie
Soit (0, 4,P) un expoce probabilisé. Totités Jos variables eKatGires

SUT cet espace. ite. On pose ¥ = X7 41,

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale ceniteée m;w de répartition, On note & 1
Ollmimqummmhbhom&mﬂonmﬁeFV”m T

fonction de répartition de X.

. Donier wne densité de probabilité, f, de X et treer Tallure de son s

2. Rappeler les propriéiés de symétric de @ et Ia valeur de @ en 0.

3. Montrer que Yy € R si y < 1 alors Fy(y) =0

4 Moutrer :ue v:, € naz o1 Fyly) = #(/5 = 1)~ #(—VI— 1) =28 ya~Ti~%.
5. Montrer que ¥ ost une variable aléatoire i densité et diterminer une densité de ¥

e b=
Vi-1

v
*
%
x
-
¥

S ™ P 3
6. En désluire que j dy est. te ot d B valeys
1

0 -
7. Montrer que f' Ef dyf est convergente ot vaut /.
] v

%

8 Montrer que Y admet nne espérance et la déterminer.
9. En déduire que ' Vy - e~ 501 4y pst convergente et déterminer sa valeur.
1

0 1
T 10, En déduire que f Ve dy est convergente ef vaut 5 /7
{1

Probléme

On considire 'espace vectoriel B* muni de son produit scalaire usuel noté {.) et de la norme
associée notée ||

On note B = (21, 53,23) la base canonique de RY.

Dans tout ce probléme, tout veeteur # = 212, +ra8; +Taza de B® pourra &tre éerit ¢ = (21, 22,73)
E3

T2

T3

ou bien sous la forme de la matri il de ses danslabase Bz =

Pour tout couple de vectenrs x = {zy, 72, 73) € B et y = (1, p2.4) € B, on pose

Ty n Tain— T3
zhy=| 22 Al |=| s -1
Iy " Ty —Tain

Ainsi, avee les notations précédentes, = A y est le veeteur donné par

Ay = T2y — T3 Y2, T3YL — E1U3, 21 42 — T y)
O encore

Ay = (Tays — F3y)er + (Tag = Trws)en + (2 ye — 2o mn)es
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Partie L

%, (a) Déterminer ey Agy, 3 Aey ot e3hey,

(b) Déterminer &) A ey, &, Aes, e3Aey et e Aes

3. Dans cette question, on pose u = (1,0,2) € B, v = (2, LojeR ebw=(L1,1) e B,
(a} Caleuler u A v puis (u A v) A w,

(1) A-t-on A (v Aw) = (uA v) Aw?
et z=(z,25,23) e R,

(a) Calenler = A,

(b) Comparer x Ay et y i,

\ Dans cette question, on considire jes troks vecteurs T = (ry, 2, 25) £ B, y = (g1, 32, 1) € B®

(¢} Soit X € R Exprimer (Ar) A y en fonetion de 2 Mgyt de A
(d) Exprimer 2 A (y+ z) en fonetion dez Ay et de x A 5
(e} Exprimer (z + Y} Az en fonction de A z ol de y A 2
(£) Montrer que les vecteurs 7 ef A y sont orthogonaix
Est-ce aussi le cas des vectenrs y ot A y?
\ (a) Onpose w = (1,1, 1) e R ot

E=lz={(ziz57:) € R, xAw=(0.0,0)}.
Montrer que E est un sous-cspace veetoriel de B® et en donner une base,
(b) On pose o = (ay,a,a3) € R® un vecteur non nul et
F={z=(z,2.m) € R zfa=(0,0,0)}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R® et en donner une base,
OV 5. Solent 2 = (ry, 73, 73) € B, 9= (1, 32, 3a) € R® et 2 = (21,20, 23) € B' . Montrer que
ahyAz)= {2y - (z.p)=
Trouver une formule similaire pour
(ZA) A2
Partie II.

Dans toute la suite du probleme, u = (p,q,7) € R? est un vecteur fxé de norme 1.
On note f Papplication définie par
vrekR®, fley=uAz
On note idgs Napplieation identité sur B,
6. N Montrer que f est un endomorphisme de R

Ty Caleuler flu). En diduire une premiére valeur propre de f et une base du sous-espace
PIOPEC ASSOCHE.

¥ (¢) Déterminer le rang de J.

m Montrer que la matrice de Vendomorphisme f dans la base canonique B est :

04 -r g
M= r -p |-
-¢ p 0
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" +
T La matrice M est-elle inversible
7. On note p Vapplication difinie par
veeR,

pilE) = %= Ui

3
e de R
) Montrer gue p est un enddomorphisine

Caleuler plu).
W) Montrer que p est une projection ¢
A (d) Montrer que Im(p) = Kerlp = il
o (e) Motrer que Tm(p) = (Vect(u)
W Déterminer une base de Ker(p):
{8, Montrer que p est une projection ort
8 W Ferire la matrice I de Pendomorphistie
W Exprimer Af? en fonction de P- ) i ion de M2,
(¢) Exprimer M* en fonction de M, puis f“l-‘““'l" M “'"_ Eondc: i ot Vepitnedion de 100
() Soit n & M, Déterminer expression de M3 en fonction €6

en fonetion de M2, " -
. matrice P est-elle d
9. (a) Déterminer l'ensemble des valeurs propres réelles de P. La iagonall-

1o R

b wle. )
W‘: dnns la hase canonique B de RY,

sable sur B 7
trice M est-elle di
(b) Déterminer lensemble des valeurs propres réclles de M. La ma ¢ tiagons- ‘
lisable sur B Y
Partie 111. =

une fonction réelle de elasse €' sur R. Montrer que

n [k}, r = o
YreR. g(r)ﬁzg_{.k_:o_jx*.;.fn l’—"!—)—g{ () dt .
=

10, (a) Soitne M Soit g:R—R

ot g™ est la dérivée k iéme de g,
(b} Montrer que
YEkeN, wreR  cos®(z) = cos r+k%),

(e) Montrer que
0 si k est impair

vteN.wS‘*’(ﬂF{ (=1} ik est pair

(d) Montrer que pour tout e Ret tomt ng M

; L
5 LT
‘m“{r) gnl'm [(1)] =] = EFSk
(=1)kat

Mont ¢ f :
(&) rer que, pour tout réel x, la sérle de terme général W CONVETEE AVEC

k. 2k
VreR, ws{z]=§ =1k :
o= (k)
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i 5 o AT ]
On montrerait de méme que la séde de torme genéral !—{2112 :]']'l'" CONVETEE avee
L

YreR, sinfz)= z{
vl (2k + n

On ne d le pas de dé trer cette de formule.
(f) Montrer que pour tout = € B — {0},

i“ (1) l\r'iu--l l ~ cos(z)
[ E -

11. On considiére la matrice M introduite dans 1a Partie 11
(1) Soit N & N". Montrer que

(b} On note

#1

I
z[ (Ni-’trf—lmngnmw I}.') G

E(zn;l ( .Mz{m)')

Expliciter deux réels o et 3, & exprimer i aide des fonctions cos et sin tels que

Foo pgamel

M g
Mm=am ot E = AM2,

(2n)!
(¢} On définit Pexponentielle de la matrice M en posant, aver les notations précédentes ©

=0 ppdetl I Afin
expM)=f+ ) ———m+ 3 =—=.
g (@n+1)l &~ (2n)!

On appelle expl f) 'endomorphisme dont la matrice dans In base canonique de R? est

exp( M).
Donner Pexpression de exp( M) comme une combinaison linéaire de I3, M et M2, puis en
déduire Vexpression de exp{f) comme nne combinaison linéaire de idgs, f et i oA

Partie IV.
On considére 'endomorphisme g de B défini par la formule suivante
g = idga + sin(1}f + (1 — cos(1))f*

oit f est l'endomorphisme introduit dans la Partie 11
Mqu:lﬂmwdﬂww:wuén“ et w e B tels que la famille U = (v, w) forme une

base orthonormale de R? avec
vAw=1u.
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12. Déterminer f(z) €t flw)-

13, Détermines f4v) et /()

14, Déterminer g(u), 9(v) ¢t glw).

15. fa) mmmadﬁem;ﬁmgm I base i
¢l Qu'en déduit-on?

(b) Onnutea"hmmmé@de(?.cdcum

FIN




