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Ians’tout le sujet, les questions d'informatique portent sut le langage Python, an suppose que U'on a lmparté
Jufférentes librairies & I'aide des commandes sulvantes :

ll_pnrt numpy B8 0p
import numpy.random as Td
import matplotlib.pyplot as plt

o -

Exercice 1

Partie A : Etude d'une fonction de deux variables

' note 2 ledomaine du plan :
P=|lepe R 1exy>0};

o considire la fanction de devx variables réelles £ définie sur l'ouvert @ de R* par:
ViR e®,  finy = x+inll+ay,
1. @) Caleuder le gradient V£ (x, ) pour tout (e, y) € 9,
b} Montrer que £ admet un unique point critique (g, Yo dans &,
) Caleuler la matrice hessienne V2 f (xg, yg), puls déterminer ka nature d point critique (g, yal.
<t L€ R, on appelle gne de niveau k de 1a foniction f le sous-ensemble du plan {(xy) e 9 flxy) = k].

) Soit ke Retsait (£, y) € 2 avec x # 0, montrer que :

flryl=k = y=

bl Le graphigue ci-dessous, obtenu & 'side d'un programme Python, représenté certaines lignes de
niveau de I fonction f.
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Recopler ligne 5 d gl fin qu'il ci-dessug.
A la lecture du progrmmme, préciser pour quelles valeurs de & la ligne de niveau & apparalt sur le

raphique.
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Partie B : Etude de la ligne de niveau zéro
On considére la fonction g: R* — R définie par:

e -1
x

VxeR', g =

3. Donner le signe de g sur R°,
4. Montrer que la fonction g admet un prolongement continu en 0.
On note encore g e profongement continu de g4 R
5. Montrer que g est dérivable en 0, et préciser la valeur de g'(0).
6. al Calculer g'(x) pour tout x € B*.
b) Montrer que g'(x1 > 0 pour lout x€ R* .
c} Déterminer soigneusement les limites de g en —oo el +oc, puis dresser son tableau de variation.
7. On suppose le plan muni d'un repére orthonormé.
aj Représenter sur un méme dessin ©
= la courbe d'équation |+ xy = 0 qui délimite ke domaine 2
» laligne de niveau 0 de [ qui est formée de fa droite d'équation £ = 0 et de la courbe de g.

b La ligne de niveau 0 de la fonction f divise le domaine & en quatre zones, dans chacune d'elles |
est de signe constant. Hachurer (sur votre dessin) les deux zones dans lesquelles [ prend des valeurs
positives.

Partie C : Aire de la surface délimitée par la ligne de niveau zéro
Pour tout x € R on pose

1
Gin) = j;g(ndn

8. Justifier que Ia fonction G est bien définie et de classe ‘&' sur R, donner sa dérivite.
4. Montrer que, pour (out x>0,

olx) = f:uuf dr-Inta),
1

10, En déduire qu'au voisittage de +ooon a : Glx) ~ ~In(x).
11. Montrer que, pour x > 0 voisin de 0,ona

1 gt
der = =Intx)+ G(1) + x +o(x).
x

Commentaire : 'intégrale ci-dessus cat égale i I'nire de la surface formée des points de @ situés au-dessous
de la ligne de niveau 0 dont I'abscisse est comprise entre x (0, 1] et 1.



Exercice 2

On considire l'espace vect
canonigue # = (£, B, E

Al (R) des matrices carrées d'ordre deux 3 coefficients néels muni de  base

Ejou

I T | o0 (0D

“lo nl‘ E={y o]' B= u]' ’““{u 1]'

On appelle trace et déterminant les applications ir: 4; (R) — 1 e det: .40, (00) — R définies, pour toute matrice
M=[: :;]:!E‘fl;(m.]lu:

E

twiM=asd et det(M) = ad - be.

Partie A : Un endomorphisme de .4,(1t)
1. Montrer gue Fapplication ir est linéaire.
On définit une application g & (R) — .#,(R] en posant, pour toule matrice M € .4 (R},
PIMY = MY - M
o 1 désigne la matrice identité de 46 (R).
2. a) Montrer que g es1 un endomorphisme de 46 (R).
by Vérifier que pt) = 1.
©) Sait M€ e (), montrer que tr (@ M)) = M),

w

. a) Déterminer la matrice A de g dans la base canonique 9 de &, (R).
b} Caleuler A% Endéduire que A est inversible et donner son inverse.

) Déterminer le spectre de A, alnsi qu'une base de chacun de ses sous-espaces prapes.
Partie B ; Deux formules d'inversion
i Snill\r:l: r':]uncmm(cd.-,mm,a-prim.mmmumeun:uumdrnumhsupmm:
Mthn = dellan,

5. a) Déduite de cette égaliné que M est inversible si ot seulement si det(M) # 0, et que dans.ce cas

a1
M= d.uw)ﬁm'

bl Solent M et A deux matrices inversibles de .4 (R) telles que M + N soit inversible. Montrer que:

detM) det(Ny
v oo e o, det '
A A Ty v L

Partie C : Polynémes de Tchebychev et trace des matrices de déterminant 1
On vote (P)g 5o la suite des polynames de Tehebychev définie par ses deux premiers lermes.

veclk, =0 et Pyini=1
etla relation de récurrence, valable pour tout entiet n > 1,
YreR,  Pyalx) = sPylx) = Py lx).
6 a) Déterminer los polynomes Py of Py,
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b Mantrer que. pour tout 1 e N°, oo a degiPa) = n- 1.

7. Soit M une matrice de_ 46 (R) de détorminant 1, Cest-d-dire avee detiM) = 1.
On ditfinit unc suite de nombres 16618 (6, ), 50 €0 posant. pous tout o € N,

ap = Pyltrid),
a) ATaide de Videntité @ablie en question 4, montrer gue
MMM -
b) Démantrer que, pour tout i = 1, ona
= man b vagh ()
©) En déduire que. pour toul a € N° il existe un polyndme G, el que s
1E(A") = QaltriA,
Exprimer le palyndme (2, & Vaide des polyntimes de Tehebyehey.
8. ) Compléter la fonction Python « Pin,x) = ci-dessous qui prend en argument an entier naturel n et

un réel x, et qui renvole le nombire Py(6), Vous pouvez utiliser sutant de lignes que vous le souhaliez
dans la boucle = for »

1 [dez Pln.x):

z PO =0

3 Pl

4 for k in range(i,n+1):
5

8] wesss

M
)

ratura (50)

b) En unilisant b fonetion « P(n, x) » ainst que Uidentis (+) ci-dessus, rédiger une fopction Python
«Puissance(a.K) « qul puml en angument un entier 1 > 1 et une matrice M de déterminant 1, et
q la matrice AT i lakde dela comimande snp_array s.

Rappel Python : La commande - np. eye (2) - renvole b matrice identité d'ordre 2.

Exercice 3

La partie C ext indépendante des parties A et B.
Toutes les wiriubles aléatoires sont supposées I méine espace i |1 ).

On dispose d'une piece qui tombe sur plle avee une prabahilité g €10, 11, on pose g = 1= p. Lorsqu'on effecue
une succession de # = 2 lancers avee cetie plice on nole, pous o ke 11, nl,

= Py I'éenement : « on obtient pile au k-ime lancer »,
= Fi lévénement : «onobtient face au k-itme lancer ».

Par abus d . e G el on éctica PyESFS milie
de Py 1 Fy Fy. Enfin, on appelle :

s double pile wout évinemeni de la forme Py Pyavec ke 12, 0],
o pile isolé wout évenement de | Torme Py Fy ou Fy . PuFy avec ke [2a - 10

5/8 Tournez Ia page S.V.R



Partic A : Rang moyen du premicr double pile
On considire la premibite expérionce akéatvine suivante : on lance une pitce jusqu’i oblenir un premier pile,
puis on refance la piisce une seule fois. On note ©

« Nl variable aléatoire dgale au nombire de fancers effectués,

» STevenement « bedemier lincer donne pile s,

Exemple  sila succession de lancers donne Fy Py Fy alors ona N = Jet|'évbnement S est réalisé, si la succession
de lancers donne FyF R PPy aloms ona N = 5 et 'évinement S est réalisé,

1. ) Reconnalire la loi de L variable aléatoire & - | qui donne le ang du premier lancer pile.
b En déduire la loi de N, puis donnes son espérance E(N et sa variance VIV,
2. a) Soit a2, caleulet la probabilind PN = nin 8).
by Montrer que P(S) = p.
On sintéresse maintenant 4 l'expérience aléatoire cansistant @ lincer b pitee jusqu'a obtenir un premier
double pile, On admet que cela revient 4 répéter de maniére Indépendante by premidre expérience aléatoire
jusqu'd la réalisation de 'évinement 5. On note alors
« Riavariable alatoire egale au nombre de répéti e I premiire exp aléatol
= T lavariable aléatoire égals tatal de flectucs,
et, pour tout un entier {2 1,
» Ny la varioble aléatoire égile au nombre de lancers réalisés lors de la i-8me répétition de la premiére
expérience nléataire si B 2 .ot égale A0 i R < i
On admet que toutes ces variables aléatoines sont bien définies pmqnn sirernent.
Exemple :la série de lancers £ P F FyF Fu P Py sed de
aléatoire. ona Fy Py By puis FyF B Py Py, ce soniles de ple L maR=2
T=B.N; =3, N; = 5et Ny = 0 pour fout i > 3.

3. a) Déterminer la loi de R.
b) En moyenne. cambien de piles isolés obtient-an avant le premier double pite?
4. Soit § > 1 un entier. On admet que la lof conditionnelle de N, sachant (4 3 i) est la loi de N,
al Caleuler PIN; = 0).
bl Mantrer que. pour tout entier & > 2, PN, = k) = pg'**-3,
¢ Montrer que N admet une espérance donne par: E(N) = g1 -2

5. Btablir que la série }” EIN;) converge et calculer sa somme.
in
Par définition des vartables aléatoires Njona 7'= Y N, clest-d-dire:
=]

e
Yoel, Tl =} Nie)
=t

que cette bien définie puisque Nj(w) = 0 pour tout § > Riw).

6, Soitn =2
al Justifier que, pour tout & € 10, nl, P{T = &)= PN,

Ny,
bl Ezldk!uimqun:‘i;ii'ﬂ= CR ‘):':'E(;v,;.
) Fiablir que T admer une espérance.

7 mmurrqnnarn::)'_‘:!w,x
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Partic B : Simulation informatique
Rappel Python : +rd. randon() = mhre dans (0, 1] sedon 4 Ioi uniforme sur (0,11,

8, Recopier et compléter a fanction « Exp_1(p) = ci-dessous qui simule la premibre expérience aléatobo
{décrite en diébut de partie A). Cette fonction prend en arument le paramétre p €10, 1] et renvoie un
couple d'entiers (N S), 0@ N représente e nomibie de lancers effectués, o1 S€ (0, 1] prend L valeor 1 sl le
demier lancer a donng pile et 0 sinon

| | def Exp_1(p):
2
]
‘
5
L]
7
]
4

n retura N+1, 8§

9. Rédiger une fonction « Elp 2(p) - qui llmnh' M -Irnmemr expérience aléatoire consistant A répéter la
Juasiep del 3, Cette fonction prend
le paramitre p el reavoie le couple .1 witiers (R, T), ol K est le nombre de répétitions de la premire
expétience aléatoire, et T est e nombie otal de laneers effeciuds.

On vous demande de sulvre cet algorithme ©

On affecte aux variables B S et T la valewr 0.

sgmente L variable R de |
On affecte 3 la variable & e nisultar de Ezp_1 (p)

tin aflecir  la variable § la denxiéme composante de £
O afoute b lavariable T la premibre composante de £

O renvaie e couple (7, 7)

10, a1 Rediges une fonction « Freq_T(o,p)« qul prend en argument ur entier a2 2 ainsi que le parambte
. ot qui renvoie la fréquence d'apparition de i parmi 10° éalisations de  variable aléatoire 7 (on
pourma simuler T par | dewdéme composante de « Exp_2(p) =),

bl En exécutant ly commande « Fraq_T(4,1/2) » l'ontinatcur affiche « 0, 123 «,
Ce résultat vous paralt-il coiénent ¥ fustifier votre 1éponse.

Partic C : Nombre de doubles piles

Om ritalise une succession infinie de lancers avec la méme pléce qui tombe sur pile avee une probabiliié p, et
o0 NO1E [y )y b sulte de variables atéatoires définies par :

1 8l PaPyy et rfalise,

L, e
Yorbo YT o sinan,

Autrement dit, ¥, prend la vadeur | si on réalise un double pile lors des n-iéme et n + 1-ieme lancers.

11, Sobt a > 1 un entier. 1 loi de ¥y, puis donner B¥yl et (Yal
12. St n et mdeuxentiers avec n = letm > na

) Les variables aleataires ¥, e ¥y, soni-¢lles indépendantes? Méme question avec ¥, ot Vo,

bl Caleuler les covariances eov( ¥y, Vi iyl et oov( ¥y, V).
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Soit 1 > | unentier. on s Ia ible aléatoire 5, égale au p
des n + 1 premiers lancers, ona:

n
Sp= Z ¥i.
kel
13. a) Calculer 'espérance B(Sy), et montrer que la variance V(Sy) est donnée par :
VISa = ap(l-ph)+2tn-0p0 - )
b) En déduire que ;
Su 3p?
v(-;] € 5
14, Soite >0, A 'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychey érablir :
$) Ji Pyl
vl < o(27
En déduire : 5
_mv”—f—p";r]:m




