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La présentation, la lisibilit, V'orthographe, la qualité de la rédaction, lu clarté et la précision des raisonnements
Entreront pour une part importante dans l'appréciarion des copies.

Les candlidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de teurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel €lectronique est
interdite. Seule P'utilisation d'une régle graduée est autorisée

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce quil lui semble étre une errenr d'énoncé. il la signalera sur sa copie

et a5 en lex ratsons des nitlatives qu'il sera amené & prendre.
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EXERCICE 1

Dans cet exercice, on s’intéraﬁﬁg a lmf—;.nfilmlllt! de fonctions f,, définies pour tout entier
naturel n et tout réel x par : Fiz)= it

l-x

Partie I : Quelques exemples :

L) Fitude des variations de la fonction fy définie pour tout réel z par fi(x) = re' ™.
(a) Caleuler la dérivée de fy.

(b) En déduire le sens de variation de f;.

’ T S o
(¢) Montrer que, pour tout « € R, on‘a fillz) = (e —2)e=. :
En déduire que fi; admet exactement un point d'inflexion et donner ses coor=

données.

(2) [itude des limites de fi.
: i imi > f1 en —oo.
o oF et en déduire la limite de fi en =
(a) Rappeler Jh’x’n\ e” et en (
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(b) Montrer que, pour tout réel z, ona fi(z) =

(¢) En utilisant les croissances comparées, en déduire Ia limite de fy en shos:

faisant figurer les limites calculées dans

3) Dresser le tableau de variations de fi en y

la question précédente.
(4) Etude des variations de la fonction fa définie pour tout réel & par falr)= E‘:’

(a) Calculer la dérivée de f5
(b) En déduire le sens de variation de f;
(6) Etude des limites de f3

(a) Calculer la limite de f; en —oc,

(b) Par une méthode analogue a celle de la question 2.c¢, calculer la limite de
en +00.

(6) Dresser le tableau de variations de f> en y faisant figurer les limites caleulées dans
la question précédente.
Partie II : Quelques utilisations de I'informatique.

On admet que les librairies numpy et matplotlib.pyplot ont été importées avec les
commandes suivantes :import numpy as np et import matplotlib.pyplot as plt.

(7) Recopier et compléter la fonction fact(n) de la variable n, entier naturel, suivante
de telle sorte qu’elle renvoie la valeur de n!.

1 [def fact(n):
2 e
3 for k in range(1l.,n+1):

return f

(8) En utilisant la fonction fact(n) de la question précédente, donner une trés courte
fonction d'en-téte def f(n,x):, des variables n, entier naturel, et x. réel, de telle
sorte qu'elle renvoie la valeur de f,(x). On rappelle que, pour tout réel z, np.exp(x)

caleule la valeur de exp(x).

(9) Le script suivant permet de tracer la repré;

sentation graphique de la fonction f, pour
différentes valeurs de 'entier naturel n sur intervalle [—1, 10)-

1 X.-.np.lin.ipm-r[—I:]U.i(]ll;
28t (n X))

3| plt.plot (X,Y)

4 | plt . show ()

PV Pp—— |




Dites, en Justifiant, Parmi les trojs représentations graphiques suivantes lesquelles
sont celles de fi et 5.

Graphique 2
3/10



Graphique 3

'Partle IH Intégrales définies a partir des fonctions [,.

ntier naturel ne N et tout réel positif A € R, on considere Iintégrale il

f fultdt.

lle converge, Pmtégra.lel = j Salt)dt.




(e) Montrer ¢ ‘inté 5
i 1ue Uintéprale I / i
gL i te™tdt converpe ot que [
Jo i ' o

On admey y
met que 'on pPent montrer de HaniBre annloc:

1 ¢
; que 1, @ i
“onverge et que I = : :

Partie 1V : Une

variable & densité,

‘ 3 . 0 si 0
On considire Ja fonction g définie pour tout, réel ¢ par g(t) = [ 1

l fi(t) sit=>0
“2) Montrer que g est une densité de probabilité. (On pourra utiliser certains

résultats
de la partie 111)

(13) On considére une variable aléatoire X

de densité g. On note @ sa fonction de
répartition.

(a) Calculer G(x) pour tout réel z en distinguant les cas v <0 et o> 0.

(b) En utilisant l'intégrale Iy de la partie 111, montrer que X admet une espérance
et la calculer

EXERCICE 2
On considére les deux suites (6, )uen ¢ (0,)nen définies par

Dty + 2u,

=39 = Un41
g =1, =2, et ¥n € N, { L R o

Partie I : Variations des suites (tn)uen et (Un)nen.
(1) Montrer partégurrence, pour tout entier n € M, la propriété

Py ¢ty ot 1, sont des entiers strictement positifs.

@

o ﬂmu,[ﬂ! que les deux suites {tln)nsll et (-u,_],,EN sont strictement croissantes:

& i ) N L
Partie 11 : Terme général des suites (u, )uen €t (vy),c a Paide de
deux suites auxiliaires.
On considere, dans cette partie, les deux suites (2, Jaen et (Un Jnen définiés pour tout entier
1 cons , dan:
naturel n par e e S

(3) Caleuler les valeurs de g €t yo.
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: : énéral
(4) Montrer que (ry)nen st géométrique de raison 8 puis donner le ferme géncra
de (Zn)nen.

(5) Montrer que (y,)uen est géométrique de raison 3 puis donner le terme général
de (yu)nen.

(6) Pour tout n entier naturel fixé, résoudre lo systéme suivant d'inconnues ty et v, et

de paramétres x, et Vi 3 o

Uy + =2y
Bty = Q=
(7) On peut alors en déduire les termes généraux de (i, )nen €t (ﬂu)neﬂ mongrer que,
pour tout entier naturel n, u, = —53" + ‘5‘8ﬂ et v, = 53“-0-
Partie III : Terme général des suites (Un)nen
d’une relation de récurrence d’ordre 2.
(8) Calculer u, et v;.

(9) En notant que, pour tout entier naturel n, on a la relation:

; 1
3 () 5 (g1 — 5ty
montrer que la suite (u,).en vérifie, pour tout n & N, la relation
F 75—" e
5 Uppz2 = 1ty — 24u,.

(10) Déterminer les racines z; et 2 du polynéme X2 — 11X 4 24,

(11) On admet qu'il existe deux réels a et b tels que, pour tout n € N, on ait
Uy = af@;)"* + b(ws)", o ay et 1z, sont les réels trouvés 3 la question 10.

_ : . En utﬂﬁa.ut les valeurs de wy et u;, déterminer les valeurs des réels a et b,
j = e hel s
n déduire que, pour tout entier naturel n, on a u, = 783" + Zgn puis montrer,

Taide de la relaﬁon () de la question 9, que, pour tout entier naturel n, on a




(b) Montre

(14) (a) Caleuler M? puig Af2
taille 2.

Ly par récurrence

+QUe pour oyt ept lernatureln e N, x — M2 X5
LM 4 2445, ol on u naté Iy la matrice identité de

(b) En déduire
(¢) Deé

un polynime annulateur de A

terminer les valeyrs Propres possibles de M.

5) Varifas i 2
(15) Vérifier que ( =4 ) et ( 3 ) sont deux vecteurs propres de A ot donner les

valeurs
Propres associées,

(16) On considére les matrices P — ( Lod ot D ( Fiall)
=13 0 Bus

(a) Montrer que P est inversible et calculer P-!

(b) Montrer que MP = PD, En déduire que M est diagonalisable

(¢) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona ; M = ppnp-i

(17) (a) Pour tout. entier naturel n, déterminer |e

S quatre coefficients de pn puis en
déduire ceux de A",

(b) En utilisant la question 13.b, retrouver,

encore une fois, les expressions des
termes généraux des suites (11,)

neN et (th)nen:

EXERCICE 3

Soit » un entier naturel non nul.
Une urne contient des jetons i deux faces portant chacun sur une
blew, et sur 'antre face un numéro rouge.
Sur l'ensemble des jetons, on a, pour tout k e' {152 n}), (‘xaclement k jetons qui
1 portent le numéro & blen, lautre fa.ce Touge

les faces un mméro

= un jeton portant une face bleue mnnaro 2 et une ﬁm muge numéro 1, que l'on
note (2,1)

un jeton portant une face bleue numéro 2 et une face rouge numéro 2! que l'on
% i
note (2, 2).

= t toujours en premier le numéro bleu et en second
e éme, ]lll'h‘(]llt‘ n J en notar -
| ‘ f:‘:.l::"“gp 'urne contient les 6 jetons (1,1).(2,1), (2.2}, (3.1), (3,2) et (3,8)
e numer 8,
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Partie I : Tirage d’un jeton dans Purne dans le cas n = 4.

ble aléatoire réelle égale
On tire un jeton au hasard dans l'urne. On désigne par B la varial
& son numeéro bleu ot par R la varlable aléatoire réelle égale & son numéro rouge. On pose
aussi G =B - R, e
Par exemple, si on a tiré le jeton (3 2), cad avec le numéro 3 en b et le numéro
enrouge, ona B=3 R=2et @ =1, '
(1) Justifier brievement pourquot on a les 10 jetons: suivan dﬂ“ l’nrne (en notant
toujours en premier le numéro bleu et en.mnnd, le
(1,1),(2,1),(2,2), (3,1), (3, 2), (3,3), 4;\1?)
(2) (a) Décrire Pensemble des valeurs prises p'm‘ les
(b) Justifier que P((B = 1)\ (R= 1)) = L. Qlw

| (c) Recopier et compléter le tablean su.want; qui donh?
(B, R).

i € B(N)




Partie 17 .

Temps d°
Jjeton numéroté

attente 1 =
au premier e :
l en bleu, et du second tirage du

Dans cet i
te partie, on effectue maintenant o

ENcore que n S Lirage

4 (on a don avec remise dans 'urne ef s

7 encore les 10 jeta, ; i e
pour tout k € N*, V'évine tor nng L question 1.1), On con

3 ment Sy : ‘on of 1
tirage k Obtient le jeton numéroté 1 en bleu lors du k it m
(T) Soit k e B
€ N*. On conserve les notations de |a sarkias 3 .
les numéros bleus et ron ) Rl cpes Oy o

-w\u jeton tiré aux k-idme

Expliquer bri
P'événements suivantes : S, (B 1) = (B

uire que,

pPourquel on a les égality

1N(Ry =1). En déd

pour tout entier naturel non nul k, on a P(Sy)

(8) On note T} la variable
pour la premiere

: toire égale au nombre de tirages né
fois le jeton numéroté 1 en blen = e

D 53 2
onner, en justifiant, la loi suivie par la variable aléatoir

pérance et sa varianc .

res pour obtenis

re r ]i.ll‘\ \l MNET son es-
A=
[(|.p) P L’-i’}' A (%) ﬁ.,
© :
(2) On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages néce
pour la seconde fois le jeton numéroté 1 en bleu,

5 pour obtenir

On note également, pour tout entier m € N*, X, la variable aléatoire égale au
nombre de fois o on a obtenu I'événement S, (ml ol 'on a tiré le jeton numéroté
1 en bleu, lors des m premiers tirages

(a) Déeri

Pensemble des valeurs prises par Th.
(b) Montrer que la variable aléatoire X, suit une loi binomiale dont on précisera

les parametres.

(e) Justifier que, pour tout entier k =
(To= k) = (Xhy = 1) 1Sy

(d) En déduire la loi de T.

2, on a l'égalité des évenements :

tie lo tirage d'un jeton de Purne. Des amis ont noté les différents résultats
‘\ l‘;ﬁl’ﬂs ont obtenu lors de leurs parties. Les résultats sont mémorisés dans une base de
donndes. Celle-ci est constituée d’une table Parties avec les attributs suivants.

. IdPartie : Identifiant unique, entier, de type INT
+ NomJoueur : Nom du joueur, de type TEXT
« B : Valeur du numéro bleu du jeton tiré, de type INT

. R : Valeur du numéro rouge du jeton tiré, de type INT. .-
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