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MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N: B. : le candidat attachera la Plus grande importance a la clarté, a la précision et & la concision de la rédaction,
Si un candidat est amené 3 repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'll a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d'autres

couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent étre utilisées, mais exclusivernent pour les schémas
et la mise en évidence des résultats.

» Ne pas utiliser de correcteur.
« Ecrire le mot FIN & la fin de votre compasition.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants,
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EXERCICE 1

On rappelle que si A est une matrice, alors A" désigne sa transposée.
Questions préliminaires

Soit g un endomorphisme d’un espace vectoricl réel H.

< B
1. Soit 1 une valeur propre de g. Montrer que 4 est valeur propre deg”=8°8:

2. Montrer que si x est vecteur propre de g* associé d une valeur propre non nulle, alors g(x) est un

vecteur propre de g°.

3. Démontrer que deux sous-espaces propres de g associés 2 des valeurs propres distinctes sont en

somme directe.
4. Soit A une matrice carrée d'ordre n > 2 2 coefficients réels.
Exprimer, sans démonstration, det(-A) et det(A") en fonction de det(A).

LR R R

On note E = R’ muni du produit scalaire usuel noté (x|y) = X'Y, ob X et Y sont les matrices
colonnes des coordonnées des vecteurs x et y dans la base canonique & = (€;) jeg1.515 orthonormale
pour ce produit scalaire.

Soit f I'endomorphisme de £ défini par sa matrice M dans la base 4 :

0 -1 0 0 O
1 0 -1 0 O
M=|0 1 0 -1 0
00 1 0 -1
0-0 -0+1 . 0

S. Premiéres propriétés de ’endomorphisme f

5.1. Déterminer la matrice M + M.

5.2. Montrer que f n’est pas un automorphisme de E.

5.3. Déterminer le rang de la matrice M.

5.4. Prouver que f* est un endomorphisme symétrique de E.

5.5. Justifier alors que la matrice M? est diagonalisable dans .#;(R).

5.6. Montrer que f vérifie la propriété : V (x,y) € E2, (f(x)|y) = —(x|f(»)).
6. Etude des éléments propres de I’endomorphisme f

6.1. Montrer que O est la seule valeur propre de f.
On pourra utiliser la question précédente.

6.2. En déduire que I'endomorphisme f n'est pas diagonalisgble. )
6.3. Démontrer que les valeurs propres non nulles de f* sont strictement négatives.
On admet dans la suite que les valeurs propres distinctes de f* sont 0, -1 et -3.
7. Prouver que : E = Ker(f) @ Im(/).
8. Soient A une valeur propre non nulle de f2 et x un vecteur propre associé.

8.1. Montrer que les vecteurs x et f(x) forment une famille libre.
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8.2. Justifier que (x, f(x)) engendre un plan vectoriel de Im(f).
9. Soient u un vecteur propre de f2 associé A la valeur propre -1 et v un vecteur propre de f2 associé
a la valeur propre -3.

Montrer que (u, f(u).v, f(v)) est une base de Im(f).
On pourra utiliser des questions préliminaires.

10. Déterminer des réels a, B, y et § tels que la matrice M soit semblable a la matrice :

000O00O0
00 a 00
7T=10.8 0 :0 0].
0000 Yy
000460
EXERCICE 2

Questions préliminaires

1. Ecrire le développement limité A I'ordre 2 de la fonction ¢+ ¢ en 0.
2. Soient h une fonction continue sur R} 2 valeurs dans R eta € R].

Justifier que la fonction H : x f h(1) dr est de classe C' sur R} et déterminer sa dérivée.
x+1
3. En déduire que la fonction G : x [ h(r)dr est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.
¥k k%

4. Soit f une fonction continue sur [0, 1] A valeurs dans R.

I
Justifier que la fonction F : x + j(: fa—'); dr est définie sur R}.

Soit I'application 7" qui a toute fonction f, continue sur [0, 1], associe la fonction F :
T(f)=F.

5. Un premier exemple
On pose pour tout entier naturel n, f, : 1€ [0,1] " et F, = T (f,).
Soit x € R}.

5.1. Calculer Fy(x).
§.2. Calculer, pour tout k € N*, Fy(x) + xFy_;(x).
5.3. Soit k € N*. Démontrer que :

Fi(x)  Fia(x) _ (-1 (l)‘
(=2} (™ ko\x) -

5.4. En déduire que, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P,, que I'on déterminera, tel

que:
Fa(x) = (-x)" (ln(l + {) - P,.(i))
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6. Un deuxitme exemple
Soient g: 1€ [0, 1]+ ¢' et G = T(g). c'est-d-dire :

1
G:ixwm __c' dr
0 XxX+1

6.1. En cffectuant le changement de variable u = x + 1, prouver que G est de classe C' sur R,
6.2. On pose, lorsque cela existe :

J(.:):fo'#m ot x(.:):fo' ® &

I +1

6.2.1. Montrer que J et K sont de classe C' surR,.
6.2.2. Montrer que la fonction L: x ++ G(x) e* —e K(x) + J(x) + In(x) est constante sur R*.
6.2.3. En déduire enfin la limite de I-im G(x) et un équivalent de G(x) lorsque x tend vers 0*.

EXERCICE 3

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, &, P) & valeurs dans {1,2,3}.

On pose, pour tout k € [1,31, px = P(X = k) € [0,1] et on se propose de déterminer pour quelles
valeurs des (p)ieq1 3y, la variance V(X) est maximale, puis minimale.

1. Déterminer les valeurs possibles pour la variable aléatoire X2.
2. Calculer E(X?), I'espérance de la variable aléatoire X2.

3. Exprimer la variance V(X) de la variable aléatoire X a Iaide des seuls paramétres p, et p,.
4. On considere la fonction f de R? dans R définie par :

V(xy) €R% fx,y) =dx+y-42 - y* - 4xy.
On note T I'ensemble fermé et borné défini par: T = {(x,y) € [0, 1], x+y < 1).
4.1. Représenter graphiquement 7" dans le plan muni d’un repére orthonormé.
4.2. Justifier que f est de classe C* dans R,
4.3. Montrer que f posséde des extrema dans 7'
4.4. Soit m = (x,y) un point de R?. Déterminer le vecteur gradient V f(m), de f.enm.
4.5. Prouver que f ne posséde pas de point critique dans I'intéricur de 7.

4.6. On note g la fonction réelle de la variable réelle qui A tout x réel associe g(x) = x(1-x). Dresser

le tableau des variations de la fonction g sur I'intervalle [0, 1] et en donner une représentation
graphique dans le plan muni d’un repére orthonormé.

4.7. Déterminer alors les extrema de f dans T

5. Résoudre alors le probléme posé au début de 1'exercice.
6. Que peut-on dire de la variable aléatoire X lorsque sa variance est minimale ?

FIN
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