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EXERCICE 1

Soit n un entier naturel supéricur ou égal 4 2.
Questions préfiminaires

1. Soit £ une fonction de classe C* sur R,

Ecrire pour la fonction . sans la redémontrer, Ia formule de Taylor-Young I'ordre 2 en un pointa

de R

2. Soient J ¢ .#,(R) la matrice dont tous les éléments sont égaux i | et 1, la matrice identisé de

#,(R).
2.1. Déterminer le rang de J.

2.2, Justifier que O est valeur propre de J. Quel est son ordre de multipliciié ?
2.3. Démontrer alors que la matrice /, + J est symétrique réelle définic positive.

senns
On considére la fonction f définie sur R” par :

) € R, flm) :g}lf* (?-; “): _.i;r"

¥m= (i,

< est-d-dire ;

fim)= (R s+ sm) e (mtms -t n) (x40 4s5).

3. Justifier que f est de classe € sur B”.

4. Soitm = (x,
4.1, Calculer
&f #f
42. Caleuler 5 (m) o Frrr s
43 coeoiee 2 m).
E

: 5. Détcrminer le vecieur gradient ©f{m) de f uu point m = [
| 6. Déterminer le seul point critique a = (ay, ., 4,) de £ dans R,
[ 7. Soitm= (X),.g) € R,

| 7.1, Déterminer la matrice Hessienne Hy(m) de f.
7.2. Déterminer le spectre de H,(m),

L I.vawfltnuunthumgq_mm“ o
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EXERCICE 2

On définit, lorsque cela est possible, a suite réelle (v, par:
voe[-1,1]
e
I
¥neN, v, = In(l 3 .».)

1. Ftude de la suite (v, ).

1.1. Dresser le tableau de variations sur [~ 1, 1] de la fonction f = x ln(l = .l, x)-
En particulier, on déterminera les deux réels @ et b tels que f([~1.1]) = [a,%].
312 Justifier que [a,b] <] - 1, 1],
1.3, Montrer que, pour tout 1 ¢ N, v, est bien défini et que v, € [a.b].
1.4, Démontrer qu'il existe k €]0, 1] tel que, pour tout x € [a, b, |F'(x)| € k.
1.5. Prouver alors que pour tout entier 1 2 2, [va] € k% |y, ¢
1.6. Démontrer que la suite (v, ) ¢ converge et déterminer sa limite.
2. Etude d’une série de fonctions
On définit la suite de fonctions (i, e sur [~1,1] par :
Ho(x) = x
et )
Yael, o) =In(1- 3u(a)

Prouver que la série de fonctions ¥ u, converge uniformément sur [-1.1],
o

EXERCICE 3

. ‘ SR
Soient uncmmnMuulmpéncmwégadi].atE. n.[_ :
D::‘I:ulI'cxcrticr.mmdmmmmlynoﬂ::lulm;npo:’“:m;’u*_ oo
nmumuw.nl.mmser.(x]ﬂx' eton rappelle que (PoPryss :)Blm :
On note @ I'application gui & tout polynbme P de E. associe ¢ ’

O(P) = (X1~ N)PY" = (X~ )P" 44X 2F

1. Vérifier que  est un endomorphisme de E..

Z.Snillslo.ul.CIku!th(Pn)- Pt

i . M de & dans . .

On xplid“::mmmnthunhmﬂuuwlmeuufumdaj.mj-mm
e

de 1a matrice M, avee j €13, + 11

” —



@ admet ummwam&-ﬁmmwca,q.._q‘.

4. Momrer que n .

5. L endomorpisme ® do £, et un awiomurphisine 0 1

s it i "_ A la valeur propre 4.

7. Soient & ¢ [0.n] et T s vecteur propre de ® associé |
1. Montrer que be de T estégal A K. o3 3
:.;.Hm::h::htoddﬂiw:mx]xr(-nmm vecteur propre > ‘ﬁ

"
; . 2 i

M quvae:mmumm-t-(&.Q;.....Qf‘).;::;r;u;u::ﬁ;?m %

de @, telle que, pour wut £ ¢ [0.1]. Q et un polyndme unt Propres.
Qu(-) = (-1 2:lX):

9. Que peut-on en déduire sur Ja parité des polyndmes Qs 7
10, Soit k « 0., Justiier que (s, Q... @4} est e base de R[X]-
11. Calculer @, pour k 0,31, :
12. Moniser que Ispplicaton (£,0) v+ (@) = [ (1~ #) P(¢) Q) dr défnit un produit s
sur E,.
13. On munit alors E, de ce produit scalaire.
13.1. Montrer que @ cst un endomorphisme symétrique de (E,.(])).
On pourra intégrer par parties.
13.2. Montrer que la base % est orthogonale pour le produit scalaire { | ).
On pourra calculer pour (1, /) € 10,0, § # J, le produit scalaire (%(Q,)[Q,).
14. Soit j ¢ [1.n]. Montrer que : ¥ § ¢ R, [X]. (S]Q,) = 0.

EXERCICE 4
Dans tout I'exercice. on confondra un polyndme et sa fonction polynomiale associde.
Questions preéliminaires

1. Moitrer qu'un polyndme de R{X] do degre impair ' )
2. Déterminer es acines complexes du polyndme X1 I_"i’"’"“‘"“ unc racine réclio,

3. En déduire les racines complexes du polyndme | Xy,
n'est réelle.

0
X2 870 Justifier qu'
(=




U et V les variables aléatoires de I'espace probabilisé (€24, P) correspondant chacune au
d'un dé 2 6 faces, numérotées de | 3 6, pas forcément équilibeé, les lancers étant indépendants.

n suppose que chaque face de chague dé posséde une probabilité non nulle d”apparition.
nonnote S = U+ V,

 Déterminer les valeurs prises par les variables aléatoires U, Vet §.

F)nmpptmqnzs snilnnelninnifanm;l

‘. Déterminer les racines de Gy dans C.
7. Soient Gy et Gy les foncti ices des variab vav

Déterminer un polyndme Q ( mnmnﬂ)“haaﬁawmdmhhhbhw
riable aléatoire U (respectivement de la variable aléatoire V), vérifiant

YreR, Gu(r) =1Q(r) et Gy(z) = 1R(1).

8. Dé que les poly Q et R possédent chacun au moins une racine réelle.
On pourra wtiliser une des questions préliminaires.

9. Montrer que V1 € R, Gs (1) = £ Q(1) R(1).

10. Etablir une contradiction qui démontre que I supposition encadréc est fausse.
?&k mmmmmww

1. Est-il pombkdeuuthlxdﬁ & six faces de fagon & ce que la somme des résultats obtenus

" au cours de lancers suive une loi uniforme ?
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