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Notations

.« potations suivantes -
dopte 1es 1 :
n ddol

~xte, 0 i w
out le teXt® ~ matrice identité de
Dans {0 « on notc I, la ma - de M (R).
_ pour tout 7 e NF et toute matrice A € '////n,m,((R) on note K
pour tout (n, m) €7 CRer (A) et 1y (A)
| epsembles
| /]tb o 4 4) = {JX € '///m,l(lR) l AX - 0}7
' 1\1011 E‘fl _ {YE€ Mni(R) | 3X € Ay 1 (R) tel que Y — AXY
| m (- :
oo A est notée "A. Lorsque A4 —
nsposée d'une matrice A est notee Lorsque A = la] € A0 (R), ol g ¢ R
La transpos el a. ’ * 5 My
on identihe Aau réel
; » produit scalaire ¢ icue
o 1 € N, OB note (-, ) le produi canonique de .4, ;(R) défini par
L@
" Y1
. ;o . n
o | | e ®IY =) € AnaR), (XY =ty =3 gy,
Tn Yn 1=]
On note ||.]| 1a norme euclidienne associée définie par

VX € -//n,l([R)’ “XH =V <X7 X> =VIXX

Lespace #1(R) des vecteurs lignes & n composantes réelles sera identifié & R™.
On notera également (,.) le produit scalaire canonique de R™ et par ||| la norme

cuclidienne associée, définis de la méme maniere que dans ., (R).

Pour tout z = (z1,-** ,%,) € R™ on note X (lettre majuscule) le vecteur colonne
appartenant & %, 1(R) défini par X = *(x1,- -+, Zn).

Si f est une fonction de R* dans R de classe C* et € R*, on note V f(z) son
gradient en r défini par

Vf(z)= (ﬁ( ), of (:r)> e R

T PSS

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. Pour toute fonction f de R™ dans
R de classe C* on pose

S(f) ={z € R* | Vf(z) = 0}

On note & I'ensemble de toutes les fonctions f de R* dans R de la forme

1 F
Vo eR", f(z) =5 XMX —'BX, (F)

un vecteur colonne. On dit

M1 (R)
’1( ise la fonction f. On pose

ou
Me M (R) est une matrice symétrique et B € )
) caracterl

dans ce ¢
ans ce cas que Je couple (M, B) € Mn(R) % M (R

&={f€ E|f minorée}.
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/7

= gyt i m \ n r .
§i f € & on définit la fonction T'f de R” dans R par :

; | :
vreR", (T[)(r) == V/[(x)]? _ I
2 IV ()] LAZIOTH

Lun des objectifs principatx de cet énoneé et (e démon
4 * N sege 9,
(héoréme suivant (Bouhn(‘znm_ul-(,unri,a,t~Danull(hs) : 87

o “’lS "
[etg s S Particy;
A vs fooin o ST el g song gy, Pty
dans R de classe C?. minordes el convexes (voir Part dens foppp 8 lo

el i ct :
pour lq définiy tP;Z:"S de pn
S que

Vo € RY, V(@) = [Vg(z)),

on, )

alors f — g est constante.
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Partie 1 : généralités sur les fonctions convexes et les fonctions

minorées

Dans toute la suite, on dit qu'une fonction f : R™ — R est convexe si
Ve e R, Vy e R*, VA € [0,1], f(1 =Nz +Ay) < (1=X)f(z) + Af(y).

5 . e 1 ., n .
1. Soit f : R* = R une lonctmn/cogygxﬂ de classe C" sur R";

(a) Soient & = (w1, ,xn) €E R ety = (Y1, ,yn) ER* fixés et h : R = R
définie par

Vt € R, h(t) = f(z + t(y — z))

Exprimer //(0) en fonction de z,y et du gradient de f.
(b) En déduire 'inégalité

Vz e R*, Yy € R, f(y) — f(z) = (Vf(z),y - z).
(c) En déduire que
Vz € R, Vy € R™, (Vf(y) — Vf(z),y—z) > 0.
(d) Soit zo € S(f). Montrer que f(zo) est le minimum global de f sur R* et que
vz € 5(f), f(z) = f(=0).

(e) Montrer que S(f) est une partie convexe fermée de R".

2. On suppose dans cette question que f est minorée et de classe C?! sur R™ (f n’est
plus supposée convexe). Pour tout réel € > 0, on définit la fonction f. par

Vo= (21, 20) €RY Lla) = fla) +eyfat 4 a1
(a) Soit € €]0, +oo[. Montrer qu'’il existe z. € R™ tel que
Vz € R*, f(z) 2 fe(z:).

Indication : on peut considérer I’ensemble {z € R" | f.(z) < f.(0)}.
(b) En déduire que pour tout € > 0, il existe z. € R™ tel que

IVi(zo)ll <e.

g
(c) En déduire
inf{|Vf(z)|| | z € R*} =0.
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partie 11 : le cas monodimensionnel
a

s dare deux fonctions fi et fy de R dans R, de classe C', convexe .
3. On consider ¢  CONVEXS, Minopaag

rifiant la propri¢t¢ suivante : il existe une constante ¢ € R telle quie

Vo e R, fi(x)* - f(r)* = ¢

S —————————

: et 1\2 IND ok e
autrement dit, la fonction (f])* = (f3)? est constante). On rappelle —

S(f)) ={zreR]| fj(x) =0}.

(a) Montrer que c = 0et que S(f1) = S(f2).

,W/S”it' i € {1,2}. Montrer que f! est croissante sur R.
(c) Montrer que S(f1) est un intervalle de R.

(d) Montrer que fi = fysur R
Indication : on peut distinguer les cas S(f1) =0 et S(f) + 0.

et v (¢

(
{1.2}

(e) Conclure.
o maintenant une fonction g de R dans R, de classe C? et minorée

: consider
4 oo R — R par

On définit 1a fonction R :
Vz € R, R(z) = ¢'(z)>.

On suppose que R est convexe. On voudrait démontrer que g l'est aussi.
e

(a) Montrer queé
S(R) = 5(g)-

e

(). Montrer que g’ est croissante.

0.

{c) On suppose dans cette question que S(g) # 0. Montrer que g est croissante.

(d) Montrer que g est convexe.
Indication : on peut fixer z,y € R avec z <y et considérer la fonction

o(t) = g((1 — t)z +ty) — (1 — t)g(z) — tg(y) pour ¢ € [0, 1].
5. On considére deux fonctions g; et g2 de R dans R, de classe C? minorées et vérifiant

( (b) On suppose dans cette question que S(g)

les propriétés suivantes :

— la fonction z € R g}(z)? € R est convexe,
— il existe une constante ¢; € R telle que

vz € R, g}(z)? — g5(2)” = ci. 4
0 J¢

Montrer que g; — g, est une fonction constante.

[

Partie IIT : cas des fonctions quadratiques

B) € A, (R) x R ouple qui la caractérise (on rappelle
Qe M est symetrique). n(R) x #n,1(R) un couple q

I,(}/:ﬁ Page 4/7
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(a) Montrer que

YV f(z) = MX - B.

(b) En déduire que T € . o
(¢) Montrer que Ker (M)* =Im (M) et en déduire que

Im (M) ® Ker (M) = A1 (R).

(d) En déduire que application X € Im (M) = MX € Im (M) est un automor-
phisme de Im (M).
(¢) Montrer que les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes

(i) f € éb. 1
(ii) B € Ker (M)* et VX € An1(R), "XMX >0,
(ili) f est convexe et S(f) # 0.

(f) En déduire que si f € & alors il existe une constante réelle oo > 0 telle que

VX € Im (M), 'XMX > of X||2.

7. Montrer que lapplication T : f € & — T'f € & est surjective.

- 8. Soient M; et M, deux matrices symétriques positives telles que M? = M2. Montrer
que ]\/fl = N[g :
‘—/‘

o~ L
9. Montrer que l'application T : f € & — T f € &, est aussi injective.
10. Conclure.

Partie IV : un cas un peu plus général

Dans cette partie on considére deux fonctions f, g de R" dans R de classe C! vérifiant les
quatre propriétés suivantes

— [ et g sont convexes minorées,

— La fonction z € R* — ||V f(z)||? — || Vg(z)||? est constante,
— ftgeé,

— S(f)#0.

On pose dans la suite
h=f+g ¢v=f-y,
et
inf h = inf{h(z) | z € R"}.

Ainsi, h € &. On note (M, B) € My(R) x My, (R) le couple matrice-vecteur colonne
caractérisant A.

< 11. Montrer que h € &.
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airement

ve e R, V@) = V().

[ écess
12 Montre? que N

13. Montre? i S(h) = S([) = S(g).

‘ QM "l y <
Y des fonctions de classe C' de Ry dans R, On note
s Un S o LY =
R, dans R™ déhinie pal =y, .. 1Yn)

vi € Ry, y() = (n(E), - ynlt))

+o0
/ Iy (6|t
J0

ot pour tout teRy, ¥t =), -, ¥ 1).
ction z de Ry dans R™ par

D) = { L)~ 9(0)) sit>o,
y'(0) si t =0,

. que l'intégrale
ot on suppose que l'integ

converge (

(a) On Jéfinit la fon

\Montrer que 2 st continue sur Ry et que pour tout réel 4 > 0 op 4

A A
/0 2(0)2dt < 2 / (2(8), 4/ ()t

| " e d

+00 +00
L Hdmfﬁ<4ﬁ Iy (8)]|I° dt.

(c) Montrer que l'intégrale généralisée

/“WMW
0 241
converge et que

+oo i )
L lg?qﬁ SL Iy @) dt + 7 [y

(b) En déduire que I'intégrale

converge et qu'on a

15. Da o
1S toute la suite, v gy (), ya(t)) € M1 (R) désigne une

solution de clasge (1 du s;s'ssign[loe7 jing?%[r:ltiel
On Pose y . ¢ Y/(t) = —MY(t) + B, o
0 ool (g (8, (D)) € R™
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(a) Soit v e S(h). On définit, les fonctions /' et D sur [0, +oo[ par
2
Vi€ [0, +00[, (1) = h(y(t)) ct D(t) = 1Y (1) - 4l

(on rappelle que V = ‘). Montrer que F et D sont décroissantes.

Indication : on peut observer que ‘Vh(z) = MX — B (voir question (6a)).

(b) Soient U € Tm (M), v, € Ker (M) et Yy € Im (M) tels que
MU = Bet Y(0) =Yy + V1.
On définit la fonction Z - [0, +00[— A, (R) par
Vt € [0,4+o0[, Z(t) =Y (t) —U — Yo.
Justifier existence des vecteurs U . Y, et Y] puis montrer que pour tout
Vt>0, Z'(t) = —MZ(t),

et en déduire que pour tout ¢ > 0, Z(t) € Im (M).

(¢) Soit w la fonction définie sur [0, +o00[ par w(t) = || Z(t)]|* pour t > 0. Montrer

qu’il existe un réel 8 > 0 tel que
VE >0, w'(t) + Bw(t) < 0.

(d) En déduire que
V>0, w(t) < w(0)e ™,

(e) En déduire qu’il existe Y., € S(h) tel
im ¥(t) = Yo

t—+o00

(f) Montrer que les intégrales

/Ooolly’(t)n?dt et /O ”"tg@'{ dt

convergent et que

/ TlWoPrd = h©) -k,

+o0 2
8Os < st - ntn + o pyoyr®

16. Montrer que
Vz € R", (Vi(z), Vh(z)) = 0.

et en déduire que la fonction ¢ € Ry — 1)(y(t)) est constante.
17. Montrer que la fonction v est constante puis conclure.

FIN

Page 7/7

cpge-paradise.com



