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Correction détaillée
BCPST — 0426 — Mathématiques

Méthodes de calcul et raisonnement

Partie I : Approximation de la loi de Poisson

Dans cette partie, A > 0 est fixé. Pour chaque bactérie, I’événement “devenir résistante et survivre”

a pour probabilité A/N, et les bactéries sont supposées indépendantes.

Question 1. La variable X compte le nombre de succes parmi N expériences indépendantes,
chacune de probabilité de succes A\/N. Ainsi, pour N assez grand pour que \/N < 1,

A

Donc, pour k € {0,..., N},

Question 2. On écrit

Donc

Question 3. Pour k € N fixé, et pour N > k,
NY /2 A\VE
P(Xy=k)= — 1—-— .
(X =F) (k) <N) ( N>

(D) - iy

Comme k est fixé,
k—1 .
J
1-2) ——1
I(-5%) 5

En utilisant la question précédente,

On retrouve donc la loi de Poisson de parametre .
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Question 4. Si X suit une loi de Poisson de parametre A, alors

Comme A > 0,

— =1

=

Partie II : Inégalités de concentration

On considere une variable aléatoire réelle positive X, admettant une espérance.

Question 5. Pour a > 0, on a l'inégalité d’indicatrices
a 1{X>a} < X.
En prenant 'espérance des deux membres,
aP(X > a) <E(X).

Donc

E(X)

P(X <
(X>a) <=

C’est 'inégalité de Markov.

Question 6. Soit £ > 0. On applique I'inégalité de Markov a la variable positive
Iy = etX,
Comme la fonction exponentielle est croissante,
{X > a} = { > e},
Alinsi,

E(Z)

eta

P(X >a)=P(Z > ¢! <

Or ¥ (t) = In(E(Z;)), donc E(Z;) = e?®. Finalement,

P(X > a) < e¥®ta,

Question 7.a. On suppose que X ~ P(A). Pour tout ¢ > 0,

2:(¥k —AA

_ t
)\6)\6 )

Donc
E(etX> _ eA(et—l) )

Cette quantité est finie pour tout ¢ > 0, donc 9 est bien définie sur R , et

b(t) = e —1).
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Question 7.b. D’apres la question 6, pour tout ¢ > 0,
P(X > a) <exp(A(e' — 1) — ta).
On cherche a optimiser le majorant lorsque a > \. Posons
ft) = A —1) —ta.

Alors
f'(t) = Aet — a.

a
to =1 —
0 H(A)

est positif ou nul. Lorsque a > A, ty > 0 et c’est le minimum de f. Lorsque a = A, on obtient le
résultat par passage & la limite t — 0.

f(to) = A <i — 1) —aln (i)

=a—A—alna+aln .

Sia > A, le choix

On a alors

Alinsi,

‘P(X>a)Sexp(aln)\—alna—i—a—)\) (aZ)\).‘

Question 7.c. L’inégalité de Markov donne ici

P(X >a) <

Q| >

La borne de la question 7.b vaut
exp(aln\—alna+a— \) =exp (—aln (i) +a— )\> .

Lorsque a — 400, cette borne tend vers 0 beaucoup plus rapidement que A\/a. Plus précisément,

exp(aln A —alna+a—A)

0.
A a a—+o00

Donc, pour a grand, la meilleure borne est celle de la question 7.b.

Partie III : Etude d’un endomorphisme

On considére une fonction polynomiale P. Pour v > 0, on définit

+o00
Lp(v) = 1 P(s)e /" ds.

v Jo

Question 8. Soit v > 0. Comme P est un polynome,

|P(s)]e=*/ ") —— 0.
S§—+00

Donc il existe M > 0 tel que, pour tout s > M,

|P(s)]e™*/() < 1.

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 3



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

En multipliant par e=%/(2), on obtient
’P(S)‘efs/v < efs/(2v).

Ainsi, pour s > M,

|P(s)e/"] < /().

La fonction s — P(s)e™*/? est continue sur [0, M], donc intégrable sur ce segment. Sur [M, +o0],
elle est dominée en valeur absolue par s — e~%/(2Y) qui est intégrable. Par conséquent, I'intégrale
est convergente et Lp(v) est bien défini.

Question 9. Soit k € N. On effectue le changement de variable s = vu, donc ds = v du. Alors

1 [t 1 [+
7/ she™8/vds = f/ (vu)ke "0 du
v Jo v Jo

+oo
=" / uFe " du.
0
Or, par intégrations par parties successives,

+oo i
/ ue "du = k!
0

Donc

1 [too
f/ ske=s/v ds = Elvk.
v Jo

Si .
P(X) =) apX",
k=0

alors, par linéarité de 'intégrale,

d
Lp(’l)) = Z k!akvk.
k=0

On fixe désormais d € N* et ’on définit ’application L par
d d
L (Z aka> =" klap X*.

k=0 k=0
Question 10. L’application L envoie bien Ry[X] dans R4[X]. De plus, si

d d

P=> aX" Q=) bxF
k=0 k=0

et si o, B € R, alors

d
L(aP +5Q) =L (Z(aak + m)xk)

k=0

d
=Y kNaay, + Bbr) X"
k=0

— aL(P) + BL(Q).

Donc L est linéaire. Comme son espace de départ et d’arrivée est le méme,

L est un endomorphisme de Ry[X]. ‘
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Question 11. La base canonique de Ry[X] est
(1, X,X2%,...,X%.

Elle possede d + 1 éléments. Donc

| dim(Ry[X]) = d + 1|

Question 12. Par définition,
Soit

Alors

d
L(P)=0+= ) klaX*=o0.
k=0

Par unicité des coefficients d’'un polynome,
vk € {0,...,d}, klai = 0.
Or k! # 0, donc ag = 0 pour tout k. Ainsi P =0, et
ker(L) = {0}.
Question 13. IL’endomorphisme L est injectif puisque son noyau est réduit a {0}. Or L est un

endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Ainsi, par le théoréme du rang, injectivité
et surjectivité sont équivalentes. Donc

‘L est surjectif. ‘

On peut aussi voir directement que, si
d
QX) =) bpXF,
k=0
alors
PX)=>" R
k=0
vérifie L(P) = Q.
Question 14. Lorsque d = 3, dans la base canonique (1, X, X2, X3),

L)=1, L(X)=X, L(X?)=2X%  L(X*=6X>

Donc
1 0 0O
01 00
Mat L) =
(1,X,X2,X3)( ) 00 2 0
0 0 0 6
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Question 15. Pour tout k € {0,...,d},

L(X%) = kIX*,
Ainsi chaque monoéme X% est un vecteur propre de L associé & la valeur propre k!.
Comme 0! = 1! = 1, la valeur propre 1 posséde pour espace propre

‘El = Vect(l,X).‘

Pour m € {2,...,d}, les valeurs m! sont deux a deux distinctes, et

| Byt = Veot(X™). |

Les valeurs propres de L sont donc

Sp(L) = {1}, sid=1,
P = {1,21,31,...,d'}, sid>2.

Question 16. La base canonique
(1, X,X2%,..., X9

est formée de vecteurs propres de L. Donc L est diagonalisable pour tout d € N*. Ainsi,

pour tout d € N*, L est diagonalisable.

Question 17.a. On considére

000
A=10 0 0], C(A) ={M e M3(R) | AM = MA}.
0 01
L’application

®: M3(R) - M3(R), O(M) =AM — MA
est linéaire. Alors
C(A) = ker(®).

Un noyau d’application linéaire est un sous-espace vectoriel. Donc

‘C’ (A) est un sous-espace vectoriel de M3(R). ‘

Question 17.b. Soit

a b ¢
M=1|d e f
g h k
Alors
0 0 0 0 0 ¢
AM=10 0 0, MA=1]0 0 f
g h k 0 0 k
Ainsi
AM =MA<=c=f=g=h=0
Donc
a b 0
MeCA) <<= M=|d e 0
0 0 k
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Question 17.c. D’apres la question précédente, une base de C'(A) est

‘ (E11, Erg, Eo1, Ea, E33) ‘

ou E;; désigne la matrice dont le seul coefficient non nul est un 1 en position (i, j). Donc

|dim C(A) = 5. |
Question 17.d. La matrice
0 10
B=FEj=10 0 0
0 00

appartient & C(A) d’apres la question 17.b.

En revanche,

a 0 0
Vect(I3,A) = {ads + A | a, f € R} = 0 « 0
0 0 a+p

Toutes les matrices de Vect(I3, A) sont diagonales, alors que B ne ’est pas. Donc

|BeC(A) et B¢ Vect(ls, A).|

Partie IV : Loi de Yule-Simon

Dans les parties IV et V, on note v le parametre strictement supérieur a 1 de la loi de Yule-Simon.
Pour tout k£ € N, on pose

400
Pr = V/ (1 — e )Fe= (s g5
0

Question 18. Pour tout s > 0,
0<1—-e°<1.

Donc
0< (1 . e*S)kef(ll+1)S < 67(1/4’1)8'

“+oo
/ ef(qul)s ds
0

est convergente. Par comparaison, l'intégrale définissant pj est convergente.

Orv+1>0, donc

Question 19. On effectue le changement de variable

t=e"".

Alors dt = —e~*ds = —tds, donc ds = —<. Lorsque s = 0, t = 1, et lorsque s — +o0, t — 0.
Ainsi,

+oo

poms / (= et

0

1 ot

1

= / (1 —t)*

0

Donc

1
Vk e N, pk:U/ (1 —t)kat.
0
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Question 20.a. Pour ¢ €]0,1],

N 1— (1 =N+t 11— )Nt
> (1-1)f = 1—(1—t) t ‘

k=0

Pour t = 0, la somme vaut N + 1. Dans les intégrales qui suivent, la formule sur |0, 1] suffit puisque
le point ¢t = 0 est isolé.
Question 20.b. Comme v > 1, on a v — 1 > 0. Pour tout ¢ € [0, 1],

o<t t<l.

Donc
O S tllfl(l _ t)N+1 S (1 _ t)N+1.

En intégrant sur [0, 1],

1 1
/ t”_l(l—t)N+1dt§/ (1—t)yN*Lat.
0 0

Question 20.c. D’abord, chaque pj est positif puisque 'intégrande est positif.
Pour N € N, posons

N
Sy = Z Dk-
k=0

D’apres la question 19,

N

= > (1 —t)F

k=0

1 N+1
——dt

1
t” Lde — / 11— )N de.
0

1
u/ =t = 1.
0

1
Ry :/ =11 — )N dt,
0

\

En notant

la question 20.b donne

1 1
0< Ry < -Vl dt=—— — 50
B TP —
Donc
Sy —— 1.
N—+o0
Ainsi,

+oo
Z pr = 1.
k=0

La famille (pg)gen définit donc une loi de probabilité sur N. Il existe alors une variable aléatoire
réelle discrete X telle que

VkeN,  P(X =k)=p|

On dit que X suit une loi de Yule-Simon de parametre v.
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Partie V : Calculs de moments

Dans cette partie, on suppose v > 2. On considere une variable aléatoire X suivant la loi de
Yule-Simon de parametre v.

Question 21.a. Pour n,p € N, on pose

1
In, :/ £(1— )P dt.
0

On calcule I, 41 par intégration par parties :

1
Lnpi1 = /0 (1 — )P dr.

On pose
u(t) = (1 — )P, dv = t" dt.
Alors
, » t tn-‘rl
t)=— H(1—t = .
W) == D=0, vl =
Les termes de bord sont nuls, donc
P+ 1 ! n+1
1 = — t 1—-¢t)Pdt
n,p+1 n—+1Jo ( )
p+1
BEE R
Ainsi,
1
Ianrl = i n+1,p-
) n+ 1 )

Question 21.b. On prouve la formule par récurrence sur p.

Pour p =0,
1 n!0!

1
Ino= [ t"dt= = :
o /0 n+1 (n+1)!

La formule est donc vraie au rang p = 0.

Supposons-la vraie pour un certain p € N. Alors, d’aprés la question 21.a,

p+1
n+1
_p+l (nt1)lp!
" n+l (n+p+2)!
~_ nlp+1)!

(n+p+2)l

In,p+1 = n+1,p

La formule est donc vraie au rang p + 1. Ainsi, pour tout (n,p) € N2,

7 nlp!
P (n+p+ 1)

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 9



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Question 21.c. On utilise la question précédente avec n =1et p= N :

1 1IN 1
t1—-Ndt=I 5y = = )
/0 =9 W= N2l - (N+D(NV +2)
Donc . )
N +1 tai-tWVdt= — —
v+ [ 19 s e 0
Ainsi,

1
lim (N + 1)/ t(1—t)Ndt = 0.
N—+oco 0

Question 22.a. Pour ¢ €]0, 1], on part de la somme géométrique

1—pNH

ZT T 1—r

avec 7 = 1 — t. En dérivant par rapport a r,

N 11—Vt (N+ 1) N1 =7
S kbt = (i_—:ﬁ) ( )

En remplagant r par 1 — ¢, on obtient

i T 1 (1=t (N4 -tV
Pt Rz 2 t

Question 22.b. Comme v > 2, l'intégrale est convergente et
1 1 1
/ vt' (1 —t)— dt = u/ 721 —t)dt
0 3 0

1 1
:1/</ t”’2dt—/ t”ldt)
0 0
O
=V _——
v—1 v

Donc

Question 22.c. Pour N > 1, posons

N
Sy = Z k.
k=1

D’apres la question 19,

1 N
SN:I// t”Zk(l—t)kdt
0
N
:1// t”l—tz t)FLde.
0 :
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En utilisant la question 22.a,

_ N+ AN
SN:V/OltV(l—t)[;_(l ;2) _(N+1)t(1 t) ]dt

1 1 1
= y/ 721 — N2 At — w(N + 1)/ =11 — N .
- 0 0

Les deux derniers termes sont positifs. Notons-les Ry et T.
D’une part,
v

— 0.
N 4+ 3 No+oo

1
0§RN§V/ (1—t)N*2at =
0
D’autre part, puisque v > 2, on a pour ¢ € [0, 1]
71— )N <1 — )N,

Donc, d’apres la question 21.c,

1
0< Ty §V(N+1)/ t(1—t)Ndt —— 0.
0 N—+o00

Ainsi,
% 1
Notoo v—1"

SN

La série >~ kpr converge, donc X possede une espérance, et

Question 23.a. On admet que (X — 1)X posseéde une espérance et que
1 2
E((X - 1)X) = y/ (1= 1) dt.
0

Alors .
E((X — 1)X) = 21// 31— )2 dt
0

1
21// 73 (1 =2t %) dt
0
1 2 1
2 - - .
V(V—Q 1/—1+y)
4

E((X = )X) = =0 —g)

En simplifiant,

Question 23.b. Comme
X?=X(X-1)+X,

o E(X?) =E(X(X — 1)) + E(X)
4 1
- Dw—2 v-1
_ v+2
(-1 -2)
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Donc X possede une variance, et

V(X) =E(X?) - E(X)?

_ v+2 B 1
S v-1Dr—-2) (v—-1)2
2

ICERECEP)

Ainsi,
I/2
VO = oy
Question 23.c. On a
V(X) 2 2

Or

car v > 2. Donc

vX)
50 7"

Question 24. Pour choisir entre le modele de Poisson de la partie I et le modele de Yule-Simon
de la partie V a partir d’un échantillon, on peut comparer la moyenne empirique et la variance
empirique.

Si I’échantillon est (x1,...,xy), on calcule par exemple
1 s 18 )
x:—le, s :—Z(xz—:c)
n n -
=1 i=1
Pour une loi de Poisson,
v(x)
E(X)
Pour une loi de Yule-Simon avec v > 2,
v(x)
E(X) ’
Ainsi, si le rapport empirique
2
s
z

est proche de 1, on privilégiera le modele de la partie I, c’est-a-dire le modeéle de Poisson. S’il est
nettement supérieur a 1, on privilégiera plutot le modele de Yule-Simon, qui rend compte d’une
surdispersion.
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