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Avertissement. Cette correction propose une rédaction compléte et détaillée du sujet Modélisation mathé-
matique et informatique de la banque Agro-Véto, filiere BCPST, session 2026. Elle a vocation pédagogique :
on y trouvera des indications sur la stratégie & adopter, les piéges classiques et plusieurs justifications plus
poussées que ce que le jury attend en temps limité.

Partie I — Notion de fonction génératrice

Q1.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Pour tout ¢ € [0, 1] et tout n € N,
0<P(X =n)t" < P(X =n).

Comme ), o P(X =n) =1, la série ), P(X = n)t" est dominée par une série positive conver-

gente : elle converge absolument. Donc Gx est définie sur [0, 1].

Q1.2. Avec la convention 0° = 1,

+0o0
Gx(0)=P(X=0), Gx(1)=> P(X=n)=1.
n=0

Q1.3. Soient 0 < s <t <1.Pourtout n € N, s™ < ¢" (vrai pour n =0 avec 1 <1, et pour n > 1
par croissance de u — " sur [0,1]). On en déduit

Gx(s) =) P(X =n)s" <) P(X =n)t" =Gx(t).
n>0 n>0
La fonction Gx est donc croissante sur [0, 1].

Q 1.4. Par croissance, pour tout t € [0,1], Gx(0) < Gx(t) < Gx(1),s0it 0 < P(X =0) < Gx(t) <
1. Donc Gx(t) € [0, 1].

Q1.5. La variable t¥ est positive et bornée : 0 < tX < 1 presque stirement (car ¢t € [0,1] et X > 0).
Par théoréme de transfert, et par convergence absolue (déja vue en Q1.1),

+o00
E(tY) =Y t"P(X =n) = Gx(2).

n=0
Q1.6. Ona (tY)% =X = (¢?)X. La méme justification donne
E((t%)?) = E((#*)%) = Gx(#),

puis V(tX) = E((t%)?) — E(t*)? = Gx(t?) — Gx(t)?. Comme 0 < tX < 1,0na 0 < (t¥)2 < 1, donc
E((t¥)?) < 1 et a fortiori V(+X) < 1.

Q2. Soit X ~ B(n,p). Pour t € [0,1], par formule du binéme,

Gx(t) = Zn: (Z)p’“(l —p)" Tt = zn: <Z> (pt)* (1 —p)" " = (pt +1-p)".

k=0 k=0

1



Q3.1. (i) = (ii). Si P(X <m) =1, alors P(X = k) = 0 pour tout k > m, donc

qui est un polynome de RJt], défini sur R.

(i) = (i). Supposons Gx polynomiale, de degré d. Alors Gg;) = 0 pour tout k > d. Or, par
dérivation terme a terme de la série entiére sur | — 1, 1] (légitime puisque la série > P(X = n)t" a
un rayon de convergence > 1),

GP(0) =k P(X = k).
Donc P(X = k) = 0 pour tout k > d, soit P(X < d) = 1. Il suffit de prendre m = d.

Q 3.2. Sous (i), X est presque sirement bornée par m ; comme somme finie, E(X) = "" (k P(X =
k) existe. Par ailleurs Gx () = >_1" P(X = k)t* est polynomiale, donc dérivable sur R (en parti-
culier en 1). On obtient

G (1) = Zm:k:P(X =k)=>» kP(X =k)=E(X).
k=1

Q4. (i) = (ii). Evident : si X et Y ont méme loi, alors P(X = n) = P(Y = n) pour tout n et
donc Gx = Gy sur [0,1].

(ii) = (i). Comme X et Y sont a valeurs dans {0,...,m}, Gx et Gy sont des polynomes de
degré < m (par Q3.1). Si Gx(t) = Gy (t) pour tout t € [0, 1], alors le polynéme G x —Gy admet une
infinité de racines : il est identiquement nul. Par identification des coefficients, P(X = k) = P(Y = k)
pour k € {0,...,m}. Donc X et Y ont méme loi.

Partie I — Sommes aléatoires : un premier modéle

II.A. Présentation du modéle

Q5. Lavariable J; compte le nombre de jacinthes ayant atteint le seuil parmi n plantes. Par (A1),
chaque plante atteint le seuil avec probabilité py ; par (A3), les comportements sont indépendants.
On reconnait le schéma de Bernoulli :

Jl ~ B(n, pl).

Q6. Avecn = 2, p; = 2/3, po = 3/4. On note que p;ps = 1/2. On va vérifier directement que
Ja ~ B(2,1/2); les questions 8 & 11 donneront la loi générale.

Sachant J; = ¢, le nombre de jacinthes qui fleurissent parmi les i retenues suit la loi B(7, p2). La
loi totale donne :

P(Ja=0)=P(J;i =0)+P(J1=1)- 2+ P(J1 =2) =

_ 1 4 1 4 1 _ 44441 1

=5+5 its = E — O
P(Job=1)=P(i=1)-2+P(J;=2)-2-3. L =141 =1

On a bien  + 3 + 1 = 1, et I'on reconnait la loi B(2,1/2).
Q7.1. Le code complété est :

def J2(n, pl, p2):
aux = 0
1 = [0 for i in range(n)]
for i in range(n):
if rd.binomial(l, pl) == 1: # succes a l’etape I
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6 1[i] = 1

7 for i in range(n):

8 if 1[i] == 1: # plante retenue
9 if rd.binomial (1, p2) == 1:

10 aux = aux + 1

11 return aux

Q 7.2. La premiére boucle (lignes 4 & 6) simule la phase de croissance : pour chacune des n jacinthes,
on tire indépendamment un succés Bernoulli de paramétre pq ; si la plante atteint le seuil, on marque
1[il=1. A la sortie de la premiére boucle, 1 est l'indicatrice des plantes qui ont franchi I’étape 1 : la
somme des éléments de 1 est une réalisation de Ji.

La seconde boucle (lignes 7 & 10) simule la phase de floraison : pour chaque plante retenue a
I'issue de ’étape 1, on tire un succés Bernoulli de paramétre p2 et 'on incrémente aux. La valeur
finale de aux est une réalisation de Js.

II.B. Loi de J,

Q8.1. La variable Jj prend ses valeurs dans {0,1,...,n}. Pour i # j, (/1 =4i)N(Jy=j) =0, et
U o(J1 = i) = Q. Done ((J; = i))iE{O,...,n} est un systéme complet d’événements.

Q8.2. Comme J; ~ B(n,p1) avec p; €]0,1],
. ny n—i
P(J1=1) = <i>p1(1—p1) > 0.

Sachant I’événement (J; = i), on a i plantes retenues a l'issue de 'étape 1. Par (A2), chacune fleurit
avec probabilité ps; par (A4), cette capacité est indépendante de la phase 1; par (A3), les plantes
fleurissent indépendamment les unes des autres. La loi conditionnelle de Jy sachant (J; = i) est
donc :

Jo | (=) ~ Bli,pa).

Q 8.3. Par la formule des probabilités totales, pour ¢ € {0,...,n},
P(Ja =0 =Y P(L=0)P(Ja=L|Jy =1).
i=0

Or P(Jo=¢|Jy=1i)=0deés que i < /. Pour i >/,

7

P(Jy="L]J1=1i)= (£>p2z(1 —p2)"

On en déduit

Pz =0 =3 ()t == (T)ofr -

1=l

Q 8.4. Calcul direct des coefficients binomiaux :

@)C)ZHin'mi;ﬂ:a@—&@—or
g = ()

==~ i =i~ () (e

On factorise par




Q 8.5. Eninjectant 3 8.4 dans Q 8.3 et en posant le changement de variable j = i—/ (donc i = j+/,
jvariede 0an—{):

n

Pa=0 =)o >0 (2} )i = =)

=L
n

<n ] E) (511 = p2)) (1 — pry—t

=0

= (Z (papa)’ (p1(1 = pa) + (1 —p1))" "

= (Z) (p1p2)*(1 — p1pa)" ",

On reconnait la loi binomiale : ’Jg ~ B(n,pip2) ‘

Q9. La commande tire d’abord 7 selon une loi B(n,p1) : i est une réalisation de J;. Puis elle tire et
renvoie une réalisation d’une variable de loi B(i,p2), soit la loi conditionnelle de J; sachant J; =i
(Q8.2). Par construction, la variable aléatoire renvoyée par mysterel(n,pl,p2) suit donc la méme
loi que Jy, c’est-a-dire B(n, p1p2).

Q 10.1. On numérote arbitrairement les n jacinthes de 1 & n et on désigne par X I'indicatrice de
la floraison de la k-iéme jacinthe (pour k € {1,...,n}), évaluée si elle a passé l’étape 1. Par (A2),
Xk ~ B(p2) ; par (A3) et (A4), les X}, sont indépendantes entre elles et indépendantes de tout ce qui
reléve de la phase de croissance, donc indépendantes de J;. Quitte a réindexer pour faire apparaitre
en premier les plantes ayant passé I’étape 1, le nombre de jacinthes finalement retenues s’écrit

J1
Jo = Z Xk,
k=1

avec la convention de somme vide nulle lorsque J; = 0.

Q10.2. On admet la formule G;, = G, o Gx, (composition des fonctions génératrices pour une
somme aléatoire). En utilisant Q2 et Q5 :

Gx,(t) =pat +1 — po, Gy (s)=(ms+1—p)"

Donc
Gr(t) = (pr1(pat +1—p2) + 1 —p1)" = (prpat + 1 — p1p2) "

Q10.3. On reconnait la fonction génératrice de la loi B(n,pip2) (Q2). Par Q4, Js suit cette loi :
J2 ~ B(n, pip2).

Q11.1. Pour une plante donnée, I’événement « étre finalement retenue » équivaut a « passer
I'étape 1 » (proba pi, par (Al)) et « fleurir » (proba po, par (A2)). Par (A4), ces deux événements
sont indépendants. Donc la probabilité d’étre retenue est pipo.

Q11.2. Par (A3), les n plantes sont indépendantes. Chacune est retenue avec probabilité p;pa,
indépendamment des autres. Le nombre Jo de plantes retenues est donc binomial : Jo ~ B(n, p1p2).

Q12. Pour chaque plante ¢ € {0,...,n — 1}, la commande tire deux Bernoulli indépendantes :
hauteur_i~ B(p;) et floraison_i~ B(pz). La plante est comptabilisée dans aux si et seulement
si les deux indicatrices valent 1, c’est-a-dire si la plante atteint le seuil et fleurit. Par Q11.1, cet
événement a la probabilité p;po. Les n plantes étant indépendantes, aux compte le nombre de succés
parmi n épreuves indépendantes de parameétre pipe. La variable simulée par mystere2(n,pl,p2)
suit donc la loi B(n,pip2), c’est-a-dire la loi de Jo.



Partie III — Sommes aléatoires : un second modéle

III.A. Présentation du modéle

Q 13. Les hypothéses traduisent les comportements suivants :

— (H3) : toutes les euglénes ont le méme comportement reproductif : chacune, quels que soient le
jour j et son indice k, engendre un nombre de descendants distribué selon la méme loi (celle de
D).

— (H5) : le nombre de descendants engendrés en une journée par une eugléne est majoré par m :
aucune eugléne ne peut produire plus de m descendants.

— (HS6) : les nombres de descendants engendrés par les différentes euglénes (a différents jours et a
différents indices) sont mutuellement indépendants : la reproduction d’une eugléne n’a aucune
influence sur celle des autres ni sur la sienne propre & un autre jour.

Q 14. Par définition Ny =1 et Ny = ZkNﬁl Dq . = Do . Or par (H3), Dg; suit la méme loi que D.
Donc Nj suit la loi de D.
Q 15. On démontre la propriété par récurrence sur j € N.
Initialisation : Ng = 1 et {0,1,...,m"} = {0,1} (puisque m® = 1), donc Ny € {0,1,...,m"}.
Hérédité : supposons N; € {0,1,...,m/}. Par construction, N;;; = Zgil Djj. > 0 et, par (H5),
chaque Djj < m; donc ‘ '
Njz1 < Nj-m<m/ -m=mltL
Par convention de somme vide, Nj;1 = 0 si N; = 0. Dans tous les cas, N1 € {0,1,..., mit}.
Q16. Soit n € S, c'est-a-dire p, = P(D = n) > 0. Par (H4), D est a valeurs dans {0,...,m},
donc P(D = n) = 0 pour tout n > m. Ainsi n < m et S C {0,1,...,m}. Toujours par (H4),
P(D=m)>0,doncmeS.
Q17.1. Représentations arborescentes :

Evénement A; Evénement A,

Q17.2. Par (H3) et (H6), les variables Dg 1 et D11, D12, D1 3, D1 4 sont indépendantes et de méme
loi que D ; donc

P(A1) = P(Do1 =4) - P(D11=0)-P(D15=2)- P(D13=1)- P(D1,4 =0) = psp§ p1p2.
De méme,

P(AQ) = P(DOJ = 3) . P(Dl,l = 0) . P(DLQ = O) . P(Dl’g = 0) :pgpg’.

Q17.3. Par hypothese {0,1,2,3,4} C S, donc po, p1, p2, p3,p4 > 0. Comme produit de réels stric-
tement positifs, P(A;) > 0 et P(Az) > 0.
Q17.4. Sur Ay, Doy =4, donc Ny = Do = 4. Puis

Ny

No :ZDl,k =Di1+Dio+D13+D1s=0+2+1+0=3.

k=1
Donc Ay C (N2 = 3). L’entier n = 3 est 'unique tel entier puisque la valeur de Na est entiérement
déterminée sur Aj.
Q17.5. Considérons I'événement B = (Do =1, D11 = 3) :sur B, Ny =1l et Ny = Dy = 3.
Donc B C (N2 = 3) et BN Ay = 0 (car Dy, y prend deux valeurs distinctes, 1 et 4). Par (H6),
P(B) = p1p3 > 0. D’ou

P(Ny = 3) > P(A1) + P(B) > P(4;).



I11.B. Etude de la population moyenne

Q 18.1. La variable N; est mesurable par rapport a la tribu engendrée par les variables {D;  : 0 <
i <j—1, 1<k <m'} (en effet, N; se reconstruit par récurrence & partir de ces D; ). Or, par

(H6), les variables D;1, Dja,...,D;,; sont indépendantes entre elles et indépendantes de toute la
famille {D;x, : @ < j}. Par conséquent, les m’ + 1 variables Dj1,..., D, i, N; sont mutuellement
indépendantes.

Q18.2. Par Q15, N; € {0,...,m’}. La famille ((Nj = t))g<;<,,i st un systéme complet d’événe-
ments (cf. Q8.1). Soit n € {0,...,m’*1}. Par formule des probabilités totales :

mi

P(NjJrl = n) = ZP(NJ = t, Nj+1 = n)
t=0

Sur (N; = t), Njy1 = >.p_, Djx (avec convention de somme vide si ¢t = 0). Par Q18.1, N; est
indépendante des D 1, donc :

t
k=1

Ce qui donne

mJ t
P(Njj1=n)=>» P(N;=t)P <Z Djy= n) :
t=0 k=1
Q18.3. D est avaleurs dans {0,...,m}, donc bornée et son espérance E(D) existe. N; est & valeurs

dans {0,...,m?} (Q15), donc bornée et E(N;) existe; idem pour Njq.
Calculons E(Nj41) avec Q18.2 :

md+1

E(Nji1)= Y nP(Nji=n)=Y» nY P(N;=t)P (Z Djj = n>
=0 k=1

n=0 n t

= ZP(Nj - t)ZMD(ZDM - n>
n k=1
= Z P(N;=t)E (Z Dj,k>
k=1

=Y P(N; = t)tE(D) = E(D) E(N;).

(Pour la troisiéme ligne : par linéarité de 1'espérance, E(Z’,;:l Dj,k) = tE(D), avec convention 0 si
t=0.)

Q18.4. Récurrence sur j. E(Ng) =1 =E(D)° Si E(N;) = E(D)/, alors par Q18.3 :
E(Nj+1) = E(D)E(N;) = E(D)*.

Q19. SiE(D) > 1, alors E(N;) = E(D) ——— 400 : la population moyenne explose exponen-
J—+o0

tiellement. Une telle croissance est irréaliste pour une population biologique, qui se heurterait a la
limitation des ressources (nutriments, espace), a la prédation, a la compétition intra-spécifique, etc.

L’hypothése (H2), qui suppose qu’aucune eugléne ne vit plus d’une journée, suppose implici-
tement une reproduction « indépendante des conditions » : aucune rétroaction de la densité de
population sur le taux de reproduction. C’est cette hypothése qui empéche le modeéle de capter le
phénomeéne de saturation. Le modéle de Galton-Watson convient & des populations en phase initiale
(a faible effectif) mais cesse d’étre pertinent pour décrire la dynamique & long terme dans le régime
sur-critique.



II1I.C. Calcul de la probabilité d’extinction : étude d’exemples

Résultat admis : « est la plus pelite solution dans [0,1] de l’équation Gp(t) —t = 0. Il sera
démontré en II1.D.

Q20. Cas Aj. Sur Ay, on a Ny =3 (Q17.4) : trois euglénes sont vivantes au jour 2. A partir du
jour 2, par (H6) et (H3), les trois sous-arbres engendrés par ces trois euglénes sont indépendants entre
eux et indépendants du passé (donc de Ap). Chacun s’éteint avec probabilité « (par stationnarité
du processus, chaque sous-arbre est lui-méme un processus de Galton-Watson de loi de descendance
D démarrant a 1 eugléne). Pour que la population entiére s’éteigne, il faut et il suffit que les trois
sous-arbres s’éteignent. Par indépendance :

P(E() ‘ Al) = a3.

Cas Aj. Sur Az, No = D11 + D12+ D13 = 0 : la population est déja éteinte au jour 2. Donc
Ay C Ej, ce qui donne
P(Ey| Ay) = 1.

(En convenant qu’une réunion vide d’événements est ’ensemble vide d’événement contraire et qu'une
intersection vide a probabilité 1, on note I'égalité formelle P(Eq | As) = a¥ = 1.)

Q21.1. Onapy=1—petpys=pavecp€]0,1]. Donc D est a valeurs dans {0, 1,2} C {0,...,2},
et P(D =2)=p> 0. L’hypothése (H4) est satisfaite avec m = 2.

Q21.2. Gp(t) = po+ pat? = (1 — p) + pt?. L'équation Gp(t) —t = 0 s’écrit
pt? —t+(1—p)=0.
Discriminant : A = 1 —4p(1 — p) = (2p — 1)2 > 0. Les racines sont

L _lEip -1
=

Une racine vaut toujours 1. L’autre vaut %.

Sip<1/2: 1]‘%” > 1. La plus petite racine dans [0, 1] est 1, donc ay, = 1.
Sip>1/2: % < 1. La plus petite racine dans [0, 1] est lp%p, donc ap = =L
1 sip<1/2,
G =91-—p

— sip>1/2.
p

Q21.3. Sur 0,3], ay
Sur |3,1], ap = 1%’) = % — 1 : dérivee —# < 0, donc strictement décroissante.
En p=1/2, o, = 1 et la fonction est continue. En p =1, ay = 0.

=1 : constante.

Interprétation. Plus p est grand, plus une eugléne a tendance & se reproduire (probabilité p d’en-
gendrer 2 descendants, 1 —p d’en engendrer 0). En-dessous d’un certain seuil (p = 1/2, qui correspond
a E(D) = 2p = 1), 'extinction est certaine. Au-dela du seuil, I’extinction devient improbable et la
probabilité d’extinction décroit contintiment vers 0 quand p — 1.

Q22.1. A ’entrée du tour de boucle de la ligne 3, N contient le nombre d’euglénes vivantes au jour
courant (initialement 1, c’est Np). Les lignes 4 & 6 calculent le nombre d’euglénes au jour suivant :
on initialise un compteur aux a 0, puis pour chaque eugléne vivante (k variant de 0 & N-1), on simule
son nombre de descendants via simule_D() et on I’ajoute au compteur. A la fin de la boucle, aux
vaut Zgil Dj = Nji1, soit le nombre d’euglénes au jour suivant. La ligne 7 actualise alors N en
cette nouvelle valeur.



Q 22.2. La variable N1 de la ligne 16 modélise le nombre de descendants engendrés par l'eugléne
racine au jour 1, c’est-a-dire Dg ;. Comme Ny = 1, c’est aussi N1, le nombre d’euglénes vivantes au
jour 1.

Q22.3. extinction_iter effectue un parcours en largeur (BFS) implicite de 'arbre généalogique :
a chaque tour de la boucle externe, on traite l'intégralité d’'un « niveau » (un jour) avant de passer
au niveau suivant. La structure de ’arbre n’est jamais matérialisée : seul le nombre total d’euglénes
par niveau est stocké dans la variable N.

extinction_rec effectue un parcours en profondeur (DFS) : pour chaque descendant de la racine,
on appelle récursivement la fonction qui simule la lignée issue de ce descendant jusqu’au jour j — 1,
avant de passer au descendant suivant.

Comparaison d’efficacité.

— Mémoire : extinction_iter est économe (la variable N stocke un unique entier, mémoire
O(1)). extinction_rec empile les appels récursifs : la profondeur de pile peut atteindre j, soit
une mémoire en O(7).

— Court-circuit : extinction_iter sort dés que N==0 : utile en régime sous-critique, ou la
population s’éteint rapidement. extinction_rec sort dés qu’une lignée survit jusqu’au jour j :
utile en régime sur-critique, ot une survie rapide est probable.

— Nombre de simulations : dans le pire cas (pas de court-circuit), les deux fonctions appellent
simule_D() une fois par noeud non terminal de ’arbre.

En pratique, extinction_iter est généralement préférable : mémoire constante, pas d’explosion de
la pile d’appels et logique plus simple a raisonner.

Q23.1. pg=p2=1/2,donc D € {0,2} C {0,1,2} et P(D =2) =1/2 > 0 : (H4) est satisfaite
avec m = 2.

Q23.2. Gp(t)=3+ % L’équation Gp(t) =t s’écrit

t2

1 2 2
5—t+§:0 = t°-2t+1=0 <<= (t—1)"=0,

soit ¢t = 1 racine double. La plus petite (et unique) solution dans [0,1] est 1 : o = 1.
L’événement Ej « la population finit par disparaitre » a probabilité 1. Or (J =0) = (E(w) = 0)
correspond au cas ou la population ne s’éteint jamais, c’est-a-dire E§. Donc

P(J=0)=P(E)=1-a=0.

2
Q23.3. OnajP(J=j)~ - quand j — +o0, série de terme général équivalent au terme général
de la série harmonique : la série Y j P(J = j) diverge. La variable J n’admet donc pas d’espérance.

Q 23.4. Sur cet exemple (pg = p2 = 1/2), une eugléne engendre soit 0 descendant (probabilité
1/2, extinction immeédiate a la génération suivante : temps d’extinction = 1), soit 2 descendants
(probabilité 1/2; deux lignées indépendantes a étudier). Si les deux lignées s’éteignent en temps ¢4
et to respectivement, la lignée globale s’éteint au jour 1 4+ max(ty,t2).

def temps_extinction():

1

2 if rd.binomial (1, 1/2) == 0: # D = 0 (proba 1/2)
3 return 1

4 else: # D = 2 (proba 1/2)
5 tl = temps_extinction()

6 t2 = temps_extinction ()

7 return 1 + max(tl, t2)



II1.D. Calcul de la probabilité d’extinction : étude générale

Q24.1. Inclusion Ey C {J;5q(Nj+1 =0, N;j # 0). Soit w € Ej : il existe j > 0 tel que N;(w) = 0.
L’ensemble {j > 0: N;(w) = 0} est non vide et minoré, soit jo son minimum. Comme Ny =1, on a
Jo > 1. Posons k = jo — 1 > 0. Par minimalité de jo, Ni(w) # 0, et Nyj1(w) = Nj,(w) = 0. Donc
w € (Ngy1 =0, Ni, # 0).

Inclusion réciproque. Si w € (N1 =0, N; #0), alors N;41(w) = 0, donc w € Ej.

Q 24.2. On démontre I’égalité ensembliste par double inclusion.

C. Soit w tel que Njii(w) = 0. Si Nj(w) = 0, alors w € (N; = 0). Sinon Nj(w) # 0, et
w € (Nj+1 =0, Nj 75 O)

D.Siw € (Nj41 =0, Nj #0),alors Nj1(w) =0.Siw € (N; =0), alors Nj1(w) = 22:1 Dj,=
0 (somme vide).

Disjonction : les événements (Nj = 0) et (Nj11 = 0, Nj # 0) sont incompatibles (le second exige
N; #0).

D’ou I’égalité d’union disjointe :

(Njt1=0) = (Nj41 =0, Nj #0) U (N; = 0).

Q24.3. La famille (Nj11 =0, N; # 0)) -,
0) N (Njiy1 = 0, Ny # 0) avec j < j/, alors Nji1(w) = 0. Or Uextinction est irréversible : si
Njt1(w) =0, alors N;(w) = 0 pour tout ¢ > j+1 (somme vide propagée). En particulier N; (w) = 0,
ce qui contredit N # 0.

Par Q24.1 et o-additivité,

est une famille disjointe : si w € (Nj41 = 0, N; #

+o0
a=P(E) =) P(Njj1=0,N;#0).
7=0
Par Q242, P(Nj+1 = 0) = P(Nj+1 == O, Nj 75 0) —{—P(N] = 0), soit aj+1 — a5 = P(NjJrl = 0, Nj 75

0). Donc
+oo

o = Z(ajﬂ - aj).

Jj=0

Q 24.4. La somme partielle est télescopique : ijo(ajﬂ —aj) =aj41—ag. Orag = P(Ng=0) =
P(1=0) =0. Donc

a= lim aj;1 = lim a;.
J—+o0 + Jj—+oo J

Remarque : la suite (a;) est croissante (chaque terme général de la série est positif) et bornée par 1 :
elle converge donc, et sa limite est a € [0, 1].

Q25.1. Par Q14, Ny ~ D. La famille (N1 = n))nes U{(N1 ¢ S)} partitionne ©; comme P(Np ¢
S) = 0 (par définition de S), la formule des probabilités totales donne

aji1=P(Njj1=0)=Y P(Njy1=0[ Ny =n)P(N; =n)=> pyP(Njj1 =0]| Ny =n).
nes nes

Q25.2. Soient j € N* et n € S. Sachant (N7 = n), on a n euglénes vivantes au jour 1. Pour
chacune k € {1,...,n}, notons T,gj ) Pévénement « la sous-lignée issue de l'eugléne k au jour 1 est
éteinte au jour j + 1 ». Par (H6) et stationnarité du processus, les événements Tl(j), . ,Tr(Lj) sont
mutuellement indépendants et chacun a la probabilité a; (probabilité d’extinction en j jours d’'un

processus de Galton-Watson démarrant a 1 eugléne, par identité en loi avec le processus (V;)). On a

(Njs1=0)N (N =n) = (T N (N1 =n).
k=1



Par indépendance,

P(Njj1=0| Ny =n) =[] PTY) = (a))".

k=1
Q 25.3. En injectant (325.2 dans Q25.1 :
“+oo
aji1 =Y pu(a;)" = pula;)" = Gplay).
nes n=0

(L’extension de la somme a N est licite : pour n ¢ S, p, = 0.) Par ailleurs, pour j =0 : ap = 0 et
a; = P(N1 =0) = pg = Gp(0), ce qui prolonge la formule a j = 0.

Q 25.4. Gp est continue sur [0, 1] (polynome par H4/H5, ou plus généralement somme uniformé-
ment convergente sur tout compact [0,1]). Par Q24.4, a; — «; par Q25.3, a;41 = Gp(a;). En
passant a la limite :

a = Gp(a).

Donc o € F.
Q25.5. Soit t € F. On démontre a; <t par récurrence sur j.

Initialisation : ag = 0 < t (puisque t € [0, 1]).
Hérédité : si aj <t, alors par croissance de Gp sur [0, 1] (Q1.3 appliquée a D) et Gp(t) =t,

ajr1 = Gp(ay) < Gp(t) =t.

(Q 25.6. Par passage a la limite dans Q25.5, o = lima; < ¢ pour tout ¢t € F. Comme a € F
(Q25.4), « =min F.
Q26. a=0<Gp(0)=0«<py=0.Par Q25.4, o € F, et 'on remplace dans la définition de F.
Sens direct. Si a = 0, alors Gp(0) = 0, c’est-a-dire py = 0.
Réciproque. Sipg = 0, alors 0 € F (car Gp(0) =0 =1t). Comme o = min F et &« > 0, on a o = 0.

Q27.1. Gp est polynomiale de degré < m (par H4/H5, cf. Q3.1). Donc Gp € C®(R), et f =
Gp —id aussi : f est en particulier deux fois dérivable sur [0, 1].

Q27.2. Pourt € [0,1],

m

1) = Gh(t) = > n(n — pn 1.

n=2

Par (H4), p,, > 0 avec m > 2, donc m(m — 1)p,, ™2 > 0 sur [0, 1] et est strictement positif sur
]0,1] (avec en outre f”(t) > 0 sur tout ]0, 1] puisque tous les termes sont positifs et celui d’indice m
est strictement positif).

Donc f’ est strictement croissante sur [0,1] : pour 0 <a <b <1,

b
F(b) - f'(a) = / £ dE> 0

(intégrale d’une fonction continue, positive et non identiquement nulle sur [a, b]).

Q27.3. fl(t)=GpH{t)—1=3" np,t" 1 —1,donc f'(0) =p1—1. Or >0, p, = 1 et, par (H4),
pm > 0 avec m > 2 # 1. Donc

4! < 1 —Pm < 17
soit f/(0) =p1 —1<0.

Q28.1. On suppose E(D) < 1. Or E(D) = G'»(1) (par Q3.2 appliquée a D, qui satisfait (H4)).
Donc
f()y=G51)-1=ED)-1<0.

10



Q28.2. Par Q27.2, f’ est strictement croissante sur [0,1]. Avec f/(0) < 0 (Q27.3) et f/(1) <0
(Q28.1), f’ reste strictement négative sur [0,1] (et au plus nulle en 1). Donc f est strictement
décroissante sur [0, 1].

Q28.3. f(1)=Gp(l)—1=1-1=0,donc 1 € F. Comme f est strictement décroissante sur
[0,1] et f(1) = 0, on a f(t) > 0 pour tout ¢t € [0,1]. Donc 1 est I'unique solution de f = 0 dans
[0,1] : F = {1} et, par Q25.6, « = 1.

Interprétation. Lorsque I'espérance du nombre de descendants par eugléne est < 1 (régime sous-
critique ou critique), U'extinction est certaine : presque sirement, la population finit par s’éteindre.

Q29.1. f'(1)=E(D)—1>0.

Q29.2. f’ est continue (car polynomiale) et strictement croissante sur [0, 1] (Q 27.2). Avec f'(0) <
0 < f/(1), le théoréme des valeurs intermédiaires version stricte assure l’existence d’un unique

B €]0,1] tel que f(B) = 0.
Q29.3. f'<O0sur[0,8], f'(B) =0, f' > 0sur |3,1]. Donc f est strictement décroissante sur [0, 3]
et strictement croissante sur [§, 1]. Le point £ est un minimum strict de f sur [0, 1].

On a f(0) =po > 0 et f(1) = 0. Par stricte monotonie de f sur chacun des intervalles, f(5) <
f(1) =0: f atteint en [ une valeur strictement négative.

Q29.4. Sur [5,1] : f est strictement croissante, f(5) < 0 et f(1) = 0. Par théoréme des valeurs
intermédiaires (version stricte), 1 est I'unique zéro de f sur [, 1].
Sur [0, 3] : f est strictement décroissante, f(0) =po > 0 et f(8) < 0.
— Sipo > 0 : par TVI strict, il existe un unique o’ €10, [ tel que f(a’) = 0.
— Sipo =0 :alors f(0) =0, donc 0 € F. Sur |0,5], f < f(0) = 0. L'unique zéro sur [0, 5] est
alors o = 0.
Dans tous les cas, on obtient un unique zéro o’ € [0,[. Donc F = {d/,1} avec o/ < f < 1. Par
Q25.6,a=minF =a <1.
Interprétation. En régime sur-critique (E(D) > 1), la population a une probabilité strictement

positive 1 — a > 0 de ne jamais s’éteindre. La probabilité d’extinction o < 1 est I'unique racine de
Gp(t) =t dans [0, 1].

IIT.E. Une application : calcul numérique de la probabilité d’extinction

Q 30. On suppose E(D) > 1 (sinon o = 1 trivialement). On a montré (Q29.4) : f > 0 sur [0, «f,
F(0) =0, f < 0sur Ja, 1], f(1) =0.
L’algorithme de dichotomie maintient l'invariant « € [a,c] et f(c) <0 :
— Initialement a =0, ¢ =1, f(c) = f(1) =0<0, et a € [0, 1].
— A chaque tour, on calcule b = (a+c¢)/2. Si f(b) > 0, alors b < «, on pose a = b. Sinon f(b) <0,
donc b > « (et b < 1), on pose ¢ = b.

On poursuit tant que ¢ —a > ¢. A larrét, c > aet c—a < g, donc 0 < c—a < € : ¢ est une
approximation de a par excés a € preés.

1 def proba_extinction(epsilon):
2 a =20

3 c =1

4 while ¢ - a > epsilon:

5 b= (a+ ¢c) / 2

6 if G_D(b) - b > 0:

7 a =>,

8 else:

9 c =5>D

10 return c
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Partie IV — Tracés de graphes

-1
1 n
Q31.1. Posons Y, = - Z %9 Les X, étant indépendantes et de méme loi que X, par Q 1.5,
§=0

E(Y,) = E(tX°) = Gx(t).

Par indépendance et Q 1.6, V(%) = V(#¥X) < 1, donc

n—1
1 . V@E*) 1
= — E = < —.
V¥a) n2 4 ViEe?) n " n

j=0

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V(Yn) 1

P(Y, — >e) < < —.
(‘ GX(t)| = 5) = T2 = 2

Q31.2. Pour chaque ¢ € {0,...,p}, 'événement A s’écrit

Ag:{ 25}.

1
Par Q31.1 (avec t = i/p € [0,1]), P(Af) < —5. Donc, par sous-additivité de P,
ne

p p p p+1
P(ﬂAZ) :1—P<UA§> > 1—ZP(A§) >1-— —
=0

=0 i=0

n—1

(i/p)™ — Gx(i/p)
0

SRS

=

1
Q 31.3. Pour avoir P([), A;) > 1 — n, il suflit que Pt <7, c’est-a-dire
i n U]

ne2

>p+1'

Q32.1. La ligne calcule un entier n satisfaisant la condition suffisante de Q31.3 :

1 1
o[

ne? ne?

Le +1 (combiné a la troncature int (. ..) qui agit comme partie entiére sur les réels positifs) garantit
I'inégalité large nécessaire & ’application de Q 31.3.

Q 32.2. Pouri € {0,...,p} fixé, la double boucle calcule

n—1 . : - n—1

) o x[z]echantlllon[_]] B 1 X

y_empir[i] = z(:) " = Z;(p) )
J= J=

ol les echantillon[j] sont n réalisations indépendantes de X. C’est exactement la moyenne empi-
rique apparaissant dans Q31.2 : un estimateur de Gx(i/p).

Q 32.3. La ligne 9 calcule, pour chaque ¢, ymax[i] = y_empir[i] + € : c’est la borne supérieure
de l'intervalle de confiance autour de y_empir[i]. La ligne 10 calcule la borne inférieure ymin[i] =
y_empir[i] —e.

Q 32.4. Longueur des segments. Pour tout i,

| M;N;|| = ymax[i] — ymin[i] = 2e.
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Intersection avec la courbe. Par ) 31.2, avec probabilité > 1 —n, Uévénement (}_, A; est
réalisé. Sur cet événement, pour tout i € {0,...,p},

ly_empir[i] — Gx(i/p)| <e <= yminl[i] < Gx(i/p) < ymax[i].

Le point (z[i], Gx(z[i])) appartient donc au segment vertical [M;, N;] : la courbe {(t,Gx(t)) : t €
[0,1]} intersecte chacun des p + 1 segments avec probabilité au moins 1 — 7.

Q33. Si X est a valeurs dans {0,...,m} et P(X =n) = p,, alors

Gx(t)=> pnt™
n=0

La commande calcule z[i] = i/p et y[i] = Gx(x[i]) par évaluation directe.

1 def trace2(p, liste):

2 x = [i/p for i in range(p+1)]

3 y = [0 for i in range(p+1)]

4 m = len(liste) - 1

5 for i in range(p+1):

6 for n in range(m+1):

7 y[i]l = y[i] + liste[n] * x[i]**n

8 plt.plot(x, y, ’07) # 0’ pour tracer les p+l1 points
9 plt.show ()

Pour la commande trace2(10,[0.4,0.6]) (qui correspond & X ~ 5(0,6), soit la loi de Bernoulli
de parameétre 3/5), on a Gx(t) = 0,4+ 0,6t : on obtient onze points alignés sur la droite d’équation
y = 0,4+ 0,6z entre (0;0,4) et (1;1).

Cette correction couvre l'intégralité du sujet « Modélisation mathématique et informatique », Banque Agro-
Véto BCPST, session 2026. Pour des fiches méthodes complémentaires sur les variables aléatoires, les fonc-
tions génératrices et les processus de branchement, retrouvez les ressources Excellence Maths sur excellence-
maths.fr.
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