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Exercice

X ~N(0,1), Y = X? 4+ 1. On note ® la fonction de répartition de X et Fy celle de Y.

1. Une densité de X est 1
f(z) = e 2, z eR.

v 2T
1

Allure de la courbe (cloche centrée en 0, maximum wordad 0,399, asymptote horizontale y = 0) :

2. Symétrie de @ : pour tout z € R, &(—z) =1 — &(x) (la densité f est paire).

1
Valeur en 0 : ¢(0) = 3

3. OnaY = X?+12>1 presque siirement. Pour y < 1 :

esiy<1:{Y <y}=0donc Fy(y)=0;

esiy=1:{Y <1} ={X?2<0} ={X =0} et P(X =0) =0 car X est a densité.
Dans tous les cas, Fy (y) = 0.

4.  Soit y > 1. Alors \/y — 1 est bien défini et

Fy(y) =P(X’+1<y)=P(X?<y—-1)=P(—/y—-1<X < y-1).
Donc
Fy(y) =2(Vy—1) = o(—vy—1).
La symétrie ®(—t) =1 — ®(¢) donne ®(—/y — 1) =1 — ®(y/y — 1), d'on

Fy(y) =22(vy—1) -1

5. Continuité. Fy est nulle sur | —oo, 1], et sur |1, +00] elle vaut 2®(y/y — 1) —1, qui est continue
(composition). En y = 1 : lim,_,;+ Fy(y) = 2®(0) — 1 = 0. Donc Fy est continue sur R.
Dérivabilité. Fy est de classe C! sur R\ {1}. Sur |1, +oo] :

Donc Y est une variable & densité, et une densité est

e C I
fy(y) = 2m(y — 1)
0 sinon.
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6. fy est une densité de probabilité, donc fR fy(y)dy =1, ce qui s’écrit
too | p—(u-1) /2
1 / / )

et 'intégrale étant convergente (puisque fy est intégrable),

+oo —(y— 1)/2

1\ﬁ - ver

-1
7. Effectuons le changement de variable u = y?’ soit y — 1 =2u et dy = 2du. Quand y = 1,

uw =0 ; quand y — +00, u — +oo. La fonction y + u étant un C'-difféomorphisme strictement

croissant : foo o 1)/2 N N
oo y— © U 0 o—u
\[/ —du
e

La convergence a droite découle de celle de gauche (Q6). Avec la valeur v27 :

+oo ,—u T o—u
\/i/ e—du:\/27r = / e—du:\ﬁ.
0 \/a 0 \/’lj

8. Comme X suit la loi normale centrée réduite, E(X) = 0 et V(X) = 1, donc E(X?) =
V(X) +E(X)? = 1. Par linéarité :

EY)=E(X?) +1=2.

Y admet bien une espérance, et | E(Y) = 2.

9.  On utilise la définition de E(Y) par la densité, en écrivant y = (y — 1) + 1 :

By +oo 1 e—-1)/2 .
&)= /1 Y -1

+o0 )6_(y_1)/2 -l-oo —(y— 1)/2
2V2m = / dy +

1 vy —1 1 vy -

+oo
W2 = Vy—1e W20y +2r  (par Q6).
1

La convergence de l'intégrale étudiée découle de celle de E(Y'). On obtient :

Vy—1e W02 gy = \/or.

10. Reprenons u = y? dans l'intégrale de Q9 :

\/ —1eWD2 gy = / V2ue™ 2du—2\f \f

La convergence est conservée. Avec la valeur /27 :

1

“+oo “+oo ﬁ
2\/5/ Vue Mdu=vV2r = \/ﬁe_“du:T.
0

0

Remarque pédagogique : on retrouve les valeurs de la fonction I' d’Euler en % et % : F(%) =7

(Q7) et T(3) = 7 (Q10).
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Probléme
R3 est muni de son produit scalaire usuel (,) et de la norme | - ||. Pour z = (21,72, 23) et y =
(Y1, 2, y3) -
x Ny = (T2ys — T3y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — Tay1)-
Partie I

1(a). &;Aeg;: par définition, en remplacant y par z, toutes les composantes deviennent x;x, —
zprj = 0. Donc
E1NEL =€ NeEg =€3NeEg = (0,0,0).

1(b). Calculs directs :
e1Aes=(0-0-0-1,0-0—-1-0,1-1-0-0)=(0,0,1) = e3.
g Nes = (1,0,0) = eq, esNer = (0,1,0) = &g, €1 NEg = —&9.
2(a). Avecu=(1,0,2),v=(2,1,0), w=(1,1,1):
wAv=(0-0-2-1,2-2-1-0,1-1-0-2) = (-2, 4, 1).
(uAvV)Aw=(4-1-1-1,1-1—(-2)-1, (-2)-1—-4-1)=(3, 3, —6).
2 (b). Calculons aussi u A (v Aw) :
vAw=(1-1-0-1,0-1-2-1,2-1—1-1) = (1, -2, 1).

uh(wAw)=(0-1—-2-(=2),2-1—1-1,1-(=2)—0-1) = (4, 1, —2).

Ona (uAv)Aw = (3,3,-6) # (4,1,—-2) = u A (v A w), donc le produit vectoriel n’est pas
associatif.

3 (a) T Nx = (1:2.%3 — X322, X3L1 — 123, L1T2 — xgxl) = (0, 0, O)
3 (b). Par antisymétrie des coordonnées :
Y Ax = (Y23 — Y3T2, Y3T1 — Y123, Y172 — Y271) = —(T A y).

Le produit vectoriel est antisymétrique.

3(c). (M) Ay =((Az2)ys — (Azg)ya,...) = Az Ay).
3(d). xA(y-+=z): par bilinéarité des composantes,

A (y+2) = (z2(yzs + 23) —23(y2 + 22),... ) =x Ay +x Az

3 (e). Par antisymeétrie et linéarité a droite :

(x+y)ANz=—2AN(x+y)=—2ANz—2Ay=xAN2+yAz

3(f). (z,zAy)=x1(r2ys — x3y2) + w2(23y1 — x1y3) + x3(x1y2 — 22y1). En développant, les six
termes se compensent deux & deux :
(x,z ANy) = 0.

Donc z L z Ay. De méme (y,x Ay) = —(y,y Ax) = 0 par le méme calcul (en échangeant les roles),
donc y et = Ay sont aussi orthogonaux.
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4(a). E={zeR®:2Aw=0}avecw=(1,1,1).
TAw = (rg — 3, T3 —T1, T1 —12) =0 &= ¥ =32 = T3.

Donc E = {(t,t,t), t € R} = Vect(w). C’est bien un sous-espace vectoriel de R3 (image de Iappli-
cation linéaire t — tw), de base (w) = ((1,1,1)) et de dimension 1.

4(b). F={xeR3:2Aa=0}aveca##0.Cest le noyau de I’application linéaire ¢ : 7+ zAa
(linéarité par Q3 (c) et (e)), donc c’est un sous-espace vectoriel de R3.

Soit x € F. L’égalité x A a = 0 équivaut a : pour tout ¢ # j, x;a; = z;a;. Comme a # 0,
supposons a; # 0 (les autres cas sont analogues). Alors xo = Z—fml et x3 = Z—i’xl, donc

p=21 (a1,a2,a3) = Hae Vect(a).
ai aq

Réciproquement, si z = Aa, alors x A a = A(a A a) = 0. Donc F' = Vect(a), base (a), dimension 1.

5. Identité du double produit vectoriel. On veut montrer

e A(YyAz)=(x,2)y— (z,y) 2.

Posons Yy Nz = (al, ag, ag) avec a1 = Y223 — Y3z, A2 = Y321 — Y123, A3 = Y122 — Y221. La premiére
composante de x A (y A z) est :

T2a3 — X342 = 932(1/1732 - 3/221) - $3(y321 - y123) =W (25222 + 90323) - 21(3323/2 + 163313)-
On ajoute et retranche xq1y121 :
= y1(z121 + 2222 + x323) — 21(T1Y1 + T2y2 + x3Yy3) = (x, 2) y1 — (T, y) 21.

Les deux autres composantes se traitent identiquement (par permutation circulaire). On obtient

(2N A2 =@y~ (wy)= |

Formule similaire pour (z A y) A z. En utilisant I’antisymétrie :

Ay Az=—zA(zAy) =—((z,9)z — (z,2)y) = (x,2)y — (y,2) z.

[@ApAz=(a2)y— (.22 |

Partie 11
u=(p,qr)avec |u| =1 (P> +¢@+r2=1). f(z) =uAux.

6 (a). Linéarité par Q3 (c)et (d) : f(Az+py) = uAAz+py) = Muiz)+p(uiy) = Mf(x)+pf(y).
Et f(R3) C R3. Donc f est un endomorphisme de R3.

6(b). f(u) =uAu=0s =0-u Donc 0 est valeur propre de f, u est un vecteur propre
associé.

D’apres la Q4 (b), f(z) =uAx =0 <= z € Vect(u). Donc le sous-espace propre associé a 0
est exactement Ker f = Vect(u), de base (u).

6 (c). Parle théoreme du rang : rg(f) =3 —dimKer f =3 -1 =2,
6 (d). On calcule les images de la base canonique :
f(gl): (p7q7r)A(17030) = (QO—TO, r-1—p-0, pO-(]l):(O, T, _Q)

f(52) = (pa %74) A (07 170) = (—’I”, 0, p)'
fles) = (p,q,m) A (0,0,1) = (g, —p, 0).
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On range ces images en colonnes :

0 —r ¢
M = r 0 —p
-q p O

6(e). rg(M)=rg(f)=2<3,donc M n’est pas inversible.

7(a). p(z) =z — (u,z)u. Linéarité du produit scalaire :

p(Az + py) = Az + py — (Mu, z) + plu, y)) u = Ap(z) + pp(y).

p(R3) € R3, donc p est un endomorphisme de R3.

7(b). pu)=u— (u,u)u=u—||u)|?u=u—u=0.

7 (c).

p(p(x)) = p(x) — (u, p(z)) u.

Or (u,p(x)) = (u, z) — (u, x)(u, u) = (u,x) — (u,z) = 0. Donc pop(z) = p(z) : p est un projecteur

de R3.

7(d). Soit x € Im(p) : il existe y tel que x = p(y). Alors p(x) = p(p(y)) = p(y) = x, donc

(p —idgs)(z) = 0, soit x € Ker (p — idgs).

Réciproquement, si (p —idgs)(z) = 0, alors p(x) = z, donc x = p(z) € Im(p).
Donc Im(p) = Ker (p — idgs).

7(e). Pour tout z € R? : (u,p(x)) = 0 (calcul en Q7 (c)). Donc Im(p) C Vect(u)*.
Réciproquement, si y € Vect(u)*, alors (u,y) = 0, donc p(y) =y — 0-u = y, soit y € Im(p).
Donc Im(p) = Vect(u)*.

7(f). Ker(p) ={z:x = (u,z)u} = Vect(u). Base : (u).

7(g). p est un projecteur (Q7(c)), Ker (p) = Vect(u) et Im(p) = Vect(u)* = Ker (p)*. Donc p

projette sur Im(p) parallélement & Im(p)* : c’est une projection orthogonale sur Vect(u)*.

8 (a). ple) =¢ei— (u,g5)u=¢e; —u;u (ot u; = p,us = q,uz =r). Donc :

p(e1) = (L —p?, —pg, —pr), ple2) = (—pg, 1 — ¢, —qr), p(es) = (—pr, —qr, 1 —1?).

1—-p* —pg —pr p
P=| —pqg 1-¢ —qr |=L-UUY, oalU=|q
—pr —qr 1-— r2 r

8 (b). M? en fonction de P. D’aprés la Q5,

fAz)=uA (uAz) = (u,z)u — (u,u)z = (u,z)u — x = —(z — (u, z)u) = —p().

Donc f? = —p, soit

M* en fonction de M?. p étant un projecteur, p?> = p, donc P? = P. Ainsi

M*'=(M?*?=(-P)*=P*=P=-M"

8 (c) (d). M3 en fonction de M. Pour tout x € R3 :
fop(@) = f(x = (u,x)u) = f(z) = (u,x) f(u) = f(z).

Donc fop=f, et f5=fof2=fo(—p)=—Ff. Soit| M =_M.]|
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Cas général. Par récurrence sur n € N :

M2n+1 — (_1)’nM et M2n+2 — (_1)71 MQ.

Initialisation : M' = M = (=1)°M et M? = (-1)°M?>.

Hérédité : si M+ = (=1)"M, alors M2 tD+1 — pp2ntl o A2 — (—1)"M - M? = (—1)" M3 =
(=1)"*'M. De méme pour M2"+2 en utilisant M* = —M? : M2+D+2 = N2n+2. 02 = (—1)"M?.
M? = (=1)"M* = (—1)"1 M2

9 (a). p étant projection orthogonale sur Vect(u)* :
e 0 est valeur propre, Ey(p) = Ker (p) = Vect(u), dimension 1 ;
e 1 est valeur propre, E1(p) = Im(p) = Vect(u)*, dimension 2.

La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 1 + 2 = 3 = dimR?, donc P est diago-
nalisable sur R, avec valeurs propres 0 et 1.

9 (b). Soit A € R une valeur propre de f et x # 0 un vecteur propre. Alors f(z) = Az, et :
f2(x) = Mo = —p().

Donc p(x) = —A%z. Comme les valeurs propres de p sont 0 et 1 :

e Si—-A2=0:A=0,et p(xr) =0, donc x € Kerp = Vect(u).

e Si —\?=1:)2=—1, impossible dans R.

La seule valeur propre réelle est A = 0, de sous-espace propre Vect(u) (dimension 1).
Comme dim Ey(M) =1 # 3, M n’est pas diagonalisable sur R.
Remarque : M est cependant diagonalisable sur C, avec valeurs propres 0, i, —i.

Partie III

10 (a). Formule de Taylor avec reste intégral. Récurrence sur n.

Casn =0 : g est de classe C'. Le théoreme fondamental donne g(x) = g(0) + [ ¢'(t) dt, ce qui
est la formule pour n = 0.

Hérédité : supposons la formule vraie pour n, g étant maintenant de classe C"12. Effectuons
une intégration par parties dans le reste, avec

(3: _ t)n+1

(z —t)"
(n+1)! 7

at) = — "

o(t) = B =g"I@), B =" ).

o et B sont C', donc :

/I Mg(”""l)(t) dt — [ _ @_t)nﬂg(n-ﬂ)(t)} * + /x w‘q(”'ﬂ) (t) dt.
0 0

n! (n+1)! 0 (n+ 1)!
xn+1 T (.ZL' _ t)n+1
— (n+1) (n+2)
BCES (0)+/0 AR

En reportant dans la formule de rang n, on obtient celle de rang n + 1.

10 (b). Récurrence sur k. Initialisation k = 0 : cos(?) (z) = cos(z) = cos(z 4 0 - 5)-
Heredité : si cos™ (2) = cos(z + k%), alors

cos® D (z) = (cos(k) )/(x) =— Sin(l’ + k%) = cos(z: + k5 + g) = cos(x + (k+ 1)%)

10 (c). cos®(0) = cos(k%).
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e k= 2m pair : cos(mn) = (—1)™ = (—1)*/2,

e k impair : cos((2m + 1)%) = 0.

10 (d). Appliquons la formule de Taylor (Q10 (a)) & g = cos :

n k T n
_ Wy 2 — [T )
cos(x) kgocos (0) x —/0 —— cos (t) dt.

n:

Or | cos(”H)(t)} = | cos(t + (n+1)%)| < 1. Donc, en prenant la valeur absolue :

n k x n
’cos(x) kg_o cos™(0) o ‘ < ’ /0 o dt|.

Sur le segment d’extrémités 0 et x, |z — t| < |z|, donc

x —tm n n+1
[t ) e
0 n! n! n!

On peut étre un peu plus fin en intégrant exactement : pour x > 0,

LAY r — ) tlqz 1
/0 (n!t)dt: {_((n—s)l)! ]0:(n+1)!’

n+1
et de méme pour x < 0 on obtient ‘(n‘+1) D’ou

2k
‘COS(IL‘) -3 " cos®(0) —‘ <
k=0

10 (e). Pour tout z € R, éiul), — 0 quand n — 400 (croissance comparée). D’aprés Q10 (d) :

x
Zcos(k)(())g R cos(x).

Or, par Q10 (c), seuls les indices pairs k = 2j contribuent, avec cos(?)(0) = (—1)7 :

2N+1 g N 9

® 0y L = N (—1)i X
> cos™(0) I _Z( 1) ok
k=0 7=0
La suite des sommes partielles converge vers cos(z), donc la série > (—1)* (22), converge et :
+o0 . Z‘Qk
Vr € R, cos(z) = Z(—l) ok
k=0
10 (f). On admet la formule analogue sin(x) = ;:8(—1)"3(;;?), A partir de Q10 (e), pour
zeR:
+00 . :l,‘zk
cos(z) =1+ =1-) (=)
Z ; (Qk)l
Donc
+oo - ka
1 — cos(z) = kz_l(n 2]



Excellence Maths Corrigé BCE 2026 — Mathématiques B/L

Pour z # 0, on divise par 2 :

1 —cos(z) = k-1 x2k—2 B = -1 x2n—2
2 —;(_ ) (2k)! _nzl(_ ) (2n)!"

11 (a). Daprés Q8(d), pour tout n € N : M2 = (=1)"M et M?"*+2 = (~1)"M?2. Donc, pour

tout N € N* :
N TL

M2n+1 N ( 'rL N
ZO(2n+1)!_Z(2n+1 <Z% 2n+1 >
Pour la seconde somme, M?" = M2=1+2 — (_1)»~1 M2 (pour n > 1) :

M2n N N -1 n—1
g Z = (Zl((m)l)! ).

n=1

11 (b). On utilise les développements en série entiére en x =1 :

+o00 (_1)n

Z @n+1)! =sin(1) (série admise pour sin),
n !

n=0

1t 1\n—1 T 1y
Z((;T)L)!:_;(@i;! = —((cos(1) = 1) =1 —cos(1) (par Q10(e)).

Donc, en passant a la limite N — 400 dans Q11 (a) :

‘ a=sin(l), p=1--cos(l). ‘

11 (c¢).

+oo M2n+1 +oo M2n

+
l [
< (2n+ 1)1 = (2n)!

= I3 +sin(1) M + (1 — cos(1)) M2.

Comme exp(f) est ’endomorphisme de matrice exp(M) dans la base canonique :

exp(f) = idgs +sin(1) f + (1 — cos(1)) f2.

Partie IV
g = idgs + sin(1) f + (1 — cos(1)) f? ; donc g est Pendomorphisme exp(f) obtenu en Q11 (c).
U = (u,v,w) est une base orthonormale de R? avec v A w = u.

Préliminaire : la base U étant orthonormale directe (relation v Aw =), on a aussi w Au =v
et uNv=w.

Justification : on applique la deuziéme formule de Q5, (x Ay) Nz = (x,z)y — (y,z) x
Avecz =v,y=w, z=v : (VAw)Av=(v,0)w—(w,v)v=1-w—0=w. Comme v Aw = u,
il vient u A v = w.
Avecz=v,y=w, z=w : (vAw)ANw = (v,w)w— (w,w)v=0—v=—v. Donc uANw = —v,
$01t WA u = .
12.
fv) =unv=uw.

flw)=uAhw=—(wAu)=—v.
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13.

14.  f(u)=uAu=0,donc f?(u) =0. Ainsi :
g(u) =u+sin(1) -0+ (1 —cos(1)) - 0 = u.
g(v) = v +sin(1) f(v) + (1 — cos(1)) f2(v) = v +sin(1) w + (1 — cos(1))(—v).

‘ g(v) = cos(1) v + sin(1) w. ‘

g(w) = w +sin(1) f(w) + (1 — cos(1)) fz(w) =w + sin(1l)(—v) + (1 — cos(1))(—w).

‘ g(w) = —sin(1) v + cos(1) w. ‘

15 (a). Les coordonnées de g(u), g(v), g(w) dans la base U = (u,v,w) se rangent en colonnes :

1 0 0
G= |0 cos(l) —sin(1)
0 sin(1) cos(1)

15 (b).
1 0 0

GT =10 cos(1) sin(1)

0 —sin(1) cos(1)

Calcul de GG : la premiére ligne et colonne donnent immédiatement le coefficient 1 et des 0 ;
pour le bloc 2 x 2 inférieur droit :

< cos(1) Sin(1)> <COS(1) —sin(l)) _ (cosQ(l) + sin2(1) 0 ) _ L.

—sin(1) cos(1)) \sin(1) cos(1) 0 cos?(1) +sin?(1)) —

Donc

GTG = 1I;.

Conclusion : G est une matrice orthogonale, donc ¢ est un endomorphisme orthogonal de R3.
Comme la base U est orthonormale directe et que G est de déterminant 1- (cos?(1) +sin?(1)) = 1,
g est une rotation de R3, d’axe Vect(u) et d’angle 1 radian.

Interprétation finale : on a montré que exp(f) — ou f est Uapplication x — u A x associée au
vecteur unitaire u — est la rotation d’aze Vect(u) et d’angle 1. C’est Uillustration d’un résultat
classique : Dexponentielle d’une matrice antisymétrique est une matrice de rotation (formule de
Rodrigues).

FIN du corrigé
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