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Correction détaillée
Composition de mathématiques — Sujet BL 2026
ENS Paris—PSL — Lyon — Paris-Saclay — ENSAE — ENSAI

Remarque importante. Le scan transmis comporte une lacune : les sous-questions (17b) et
(17c¢) ne sont pas lisibles. Pour que la correction reste pleinement exploitable, on insére donc a
cet endroit une étude compléte de la fonction h (parité, dérivée, variations, extrema), ce qui
permet de traiter sans ambiguité les questions (17d) et (17e).

Probléme A

Partie I

On considére

—y+z y—2z V2x4+y+z
a(xvywz): 2 T 2 .

la) Chaque coordonnée de a(x,y, z) est une combinaison linéaire de z,y, z ; 'application a est
donc linéaire. Dans la base canonique de R?, sa matrice est

A=

N =
3
—
[—

x
1b) Onrésout A |y | =0, soit
2

—y+z=0, y—z=0, V2z+y+42=0.

Les deux premiéres équations donnent z = y, puis la troisieme devient v/2z + 2y = 0, donc
x
y == ——.

V2
Ainsi
Ker(A) = Ker(a) = Vect((v2, —1, —1)).

1c) On lit sur la diagonale de A :

1d)  Puisque le noyau est non nul, 0 est une valeur propre de a; un vecteur propre associé est

V2
—1
—1

2a)  On calcule

2 V2 V2
P:ATA:Z V2 3 -1
V2 -1 3
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2b) De méme,

1 1
5 —35 0 1 1 -1 0
Q=AA"=|-3 1 of= o
0 0 1 0 0 2
2c)  On en déduit immédiatement
1 3 3 1 1
Tr(P)==+-+-=2 Tr =—+-+1=2
3a)  On vérifie par calcul direct que
1 1 2 1 1
z —z2 U 2 —2 0
@P=|-3 3 0l =|-35 3 0]=Q
0 0 1 0 0 1

Donc @ est un projecteur.

3b)  Pour tout X € R3,
XTPx = XTATAX = || AX ||

Ainsi, si PX =0, alors 0 = XT PX = ||AX||?, donc AX = 0. La réciproque est immédiate. Donc

Ker(P) = Ker(A) = Vect((v2, —1, -1)).

On fixe désormais k > 1, une matrice B € M (R), et 'on pose

R=DB"B, S = BB.
On suppose que R est un projecteur et que S est diagonalisable.
4a) Comme R? = R,

$3 = (BB")® = B(B"B)?B" = BR*B" = BRB" = 5%

4b)  Puisque S est diagonalisable et vérifie S3 = S2, toute valeur propre A de S vérifie
M=\ = NA-1) =0,

donc A € {0,1}. Comme S est diagonalisable, il est semblable & une matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux valent 0 ou 1; on en déduit

S?=8.
Ainsi S est un projecteur.

5a) Pour tout X € R¥,
X € Ker(R) <= B'BX =0.

Or
XTB'BX = |BX|2.
Donc
B'BX =0+= |BX|?=0+<= BX =0.
Ainsi

Ker(R) = Ker(B).
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5b)  Les applications linéaires représentées par B et R ont le méme noyau ; comme elles sont définies
sur R”, le théoréme du rang donne

rg(B) = k — dim Ker(B) = k — dim Ker(R) = rg(R).

5¢) Comme R et S sont des projecteurs, leurs valeurs propres sont 0 ou 1, donc leur rang vaut
leur trace. Par ailleurs,

Tr(S) = Tr(BB") = Tr(B' B) = Tr(R).

Par suite,
1g(S) = Tr(S) = Tr(R) = rg(R) = rg(B).

Donc B et S ont le méme rang.

Partie 11

On considere deux projecteurs symétriques U, W € My (R), de méme rang r. On choisit une famille
orthonormée (e, ..., e,) de Im(U) et une famille orthonormée (fi,..., fr) de Im(W).

6) Dans l'espace euclidien R¥, toute famille orthonormée peut étre complétée en une base ortho-
normée (par exemple par 'algorithme de Gram—Schmidt). Il existe donc des vecteurs e, 41, ..., e
tels que (eq,...,eg) soit une base orthonormée de R ; de méme pour (fi,..., fx).

7) Posons h = f — g. L’hypothése donne, pour tous i, j,
(h(ei), e5) = 0.

Comme (eq,...,ey) est une base orthonormée, un vecteur dont tous les produits scalaires avec les e;
sont nuls est le vecteur nul. Donc

h(e;) =0 (1<i<k).
Ainsi h est nulle sur une base, donc h = 0, c¢’est-a-dire

f=g

On définit I’'endomorphisme ¢ par

fi, 1<i<n,
c(ei) = .
0, r+1<:<k.

On note C' sa matrice dans la base canonique et u 'endomorphisme représenté par U.
8a) Sil<i,j<r, alors c(e;) = fi et c(ej) = f;, donc
(c(eq), cle)) = (fis f3) = i
Si I'un des indices est > r, I'un des deux vecteurs est nul, donc le produit scalaire vaut 0. En résumé,

L i=j5<m,

{clei), cleg)) = {

0, sinon.

8b) Siz e Im(U), alors il existe y tel que z = u(y), et donc
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Réciproquement, si u(z) = z, alors x = u(z) € Im(U). Ainsi

Im(U) = {z € R¥; u(z) = z}.

8c) Comme (ey,...,e,) est une base orthonormée de Im(U) et que dimIm(U) = r, on a
Im(U) = Vect(ey,...,e).
Pour ¢ < r, on a donc e; € Im(U), puis, d’apres la question précédente,
u(e;) = e;.
D’autre part, puisque U est un projecteur symétrique, on a
Ker(U) = Im(U)*.

Or e,41,...,e, sont orthogonaux & ey, ..., e, ; ils appartiennent donc & Im(U)* = Ker(U), d’out

u(e;) =0 (t>r).
Par conséquent,

L i=j5=<m,

<u(ei)7 €j> = {

0, sinon.

8d) Pour tous i, 7,
(CTC(ei),e5) = (Clei), Cleg)) = (elei), el(ey))-

D’apres les questions 8a et 8c, on a donc
(CTC(e;), e5) = (u(es), ej) pour tous i, j.
La question 7 appliquée & f = u et g = CT'C donne alors

U=CTC.

Probleme B
Partie 1

On a, pour tout k € {1,...,n},

les variables étant indépendantes.

9a) La loi de X; est donnée par

1 1
P(X;=1)=~, PX;=0)=1--.
( 1 ) na ( 1 0) n
Donc 1 1 1
_—
EX=-, Var(Xi)=-(1--)=
)= V() = (1- ) =
9b)

1\2 1
M&Z&FMMZ&ZWWMFXFD=0—>+M-

n
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Ainsi 5 5
PXi=X9)=1——+ —.
(Xa 2) n+n2

9c) Comme 2¥' =1si X; =0et 2si X; =1,

1 1 1
E[2X1]:1-(1—>+2-:1+.
n n

9d) L’indépendance donne
E[2%1~%2) = E[2*1 | E[27*2].

Or
E[2X2]=1.<1—>+2-= - —.

Donc ) . ) .
E[2X1—X2 :(1 ) (1):1 ———.
[ ) + n 2n + 2n  2n?

On pose S =1 ; Xk.

10a) La somme de n variables de Bernoulli indépendantes de parametre 1/n suit la loi binomiale

S~B<n,1).
n

Donc , 1 1 1
E[S]=n-—=1, Var(S) =n (1_)21__
n n o -
10b)
E[$?) = Var(S) + E[S]2 = (1 _ 1> 1o L
n n
11a)

== ()2 (-2 50

11b) Par symétrie, sachant qu’il y a exactement deux « piles », chacun des n lancers a la méme

probabilité d’en étre un; ainsi
2
PX;=1|5=2)=—.
n

On peut aussi le retrouver par calcul direct.

12a)  On écrit

n n
SX1=X7+ ) XiXp=X1+ ) X1 X;.
k=2 k=2

Par indépendance,

12b)

2n —1 1_n—1

COV(Xl, S) = E[SXl] - E[Xl]E[S] = 2 a n
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Donc
Cov(X1,8) 1

n? _

= V/Var(X,) Var(S) \/"n;zl w1 i

n

Corr(Xy,5)

La corrélation est positive, ce qui est naturel puisque X7 intervient dans la somme .S ; mais elle tend
vers 0 quand n — oo, car 'influence d’un lancer isolé devient faible devant ’ensemble des n lancers.

=3 () () (-2

13a) Par la formule du binéme,

Pour tout réel x, on pose

Ainsi

13b)  On reconnait une limite exponentielle :

n—oo n—oo

lim f,(—1) = lim (1 — 2>n =e 2
13c)  On note p, = P(S pair). Alors
E[(-1)%]= > (~D)"P(S=k) = pp — (1 — pn) = 2py — L.

Or, comme S ~ B (n, %),
E[(—1)%] = fu(-1).

On obtient donc L f(1)
. + fal—
2pn — 1 = fu(=1), soit Pp = +

Comme f,(1) = 1, on peut aussi écrire le systéme

{pn + (1 - pn) - fn(1>7
Pn — (1 _pn) = fn(_l)a

dont on tire la méme conclusion.

13d) En passant a la limite,

i _l-i-e_2
Jim o= =5 —

Partie I1

Soit Z une variable aléatoire réelle continue de fonction de répartition

0, r <1,
F2@) =91 .5,
x’ -
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14a) La fonction Fz est croissante, vérifie

lim Fz(z) =0, lim Fz(z) =1,

T——00 xr——+00

et elle est continue a droite (en particulier en z = 1, ou Fz(1) = 0). C’est donc bien une fonction de
répartition.

14b) Pour x # 1,

14c) Comme Z > 1 presque siirement,

Cette intégrale diverge; la variable Z n’admet donc pas d’espérance finie.

Soient Z1,...,Z, ii.d. de méme loi que Z, et

1
M, = —max(Zy,...,2Zy,).
n

15) L’événement {Ms < 2} équivaut a
max (21, Z2) < 4,
soit & {Z1 < 4, Zy < 4}. Par indépendance,

P(Z1 <2, Zy <4 Fyz(2)Fz(4
B(Z1 < 2| My <2)= DAL<2 <) Fy(DFs()

]P(Zl <4, Zs < 4) Fz(4)2
Or 1 3
Donc

16a) Pour z € R,

Ainsi,

16b) Pour z > 1,
1 n
P(M, > 2) = 1 — (1) .

Or, pour w € [0,1], on a (1 —u)"™ <1 — u, donc

I1—-(1—-w)">u.
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1
En prenant u = —, il vient
nx

1 1
P(M,, > x) > — <m>>
na

Comme pour une variable positive Y, on a
+oo
E[Y] = / P(Y > z)dx,
0

on obtient ici
+oo dx

E[M,] > / o

bl
1/n NI

et cette intégrale diverge. Donc, pour tout n > 2, la variable M, n’admet pas d’espérance finie.
16¢c) Six <0, alors Fiy, (z) = 0 pour tout n, donc
F(z)=0.

Si z > 0, alors pour n assez grand on a z > %, et

Far, () = (1 _ nlx) SNV

n—oo

Donc

0, z <0,
Fla) = {e_l/m x> 0.

16d) La fonction F est croissante; en effet, sur |0, +o0],

1
F'(z) = e_l/gﬁﬁ > 0.
De plus,
lim F(z) =0, lim F(z) =1, lim e /% =0 = F(0).

T—>r—00 T——+00 x—07t

Elle est donc continue & droite en tout point. Ainsi, I’ est bien la fonction de répartition d’une
variable aléatoire.

Probléme C

On considere la fonction ,
h(t) = t?e V.
17a) Comme 'exponentielle domine toute puissance,

. _ 42
lim t%e t =0.
t—+o0

Complément d’étude de h (pour compenser l'illisibilité des questions 17b et 17c).

La fonction h est paire, car h(—t) = h(t). Sa dérivée vaut
K(t) =2t(1 —2)e .

Le signe de 1/ est donc celui de t(1—?). On en déduit que h est croissante sur | — co, —1], décroissante
sur [—1,0], croissante sur [0, 1], puis décroissante sur [1,4+o00[. De plus,
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Ainsi, h admet deux maxima en %1, de valeur e~!, et un minimum en 0, de valeur 0.

17d)  On calcule
B'(t) = 2(2t* — 562 + 1)e V.

Comme e~ > 0, il suffit d’étudier
2t* —5t* +1=0.

En posant u = t2, on obtient

5417

2u? —5u+1=0, u=—

Les points d’inflexion sont donc les quatre réels

— 1 1
t:i,/54ﬁ, t:i,/“iﬁ,

17e) La tangente en ¢t = 0 est horizontale, car h(0) = 0 et h'(0) = 0; son équation est donc
y=0.

Le graphe est une courbe paire, positive, passant par l'origine, atteignant ses deux sommets en
(£1,e7 1), puis retombant vers 0 aux deux infinis.

On considére maintenant
1 2 2
f(a:):—/ e " dt.
X

x
18a) L’intégrale est définie pour tout réel z, mais le facteur 1/x impose

D; =R* =R\ {0}.

18b) Pour x # 0,
-1 =2 1 [~ .
f(—z) = —/ e Vdt = —/ e ¥ dt.

T J—z x J-2z
Par le changement de variable u = —t et la parité de t — e‘t2,
/ﬂq e dt = /M e du.
—2z x
Donc
f(=z) = f(z),

ainsi f est paire.

19a) Pour z > 0, la fonction ¢ — e~ est décroissante sur [x,2z], donc, pour tout ¢ € [x,2z],

) 42 2
e < et < e

En intégrant puis en divisant par x > 0, on obtient

2

e < flz) <e ™.
Comme f est paire, cette inégalité vaut pour tout x € Dy.
19b) D’apres la question précédente,

e~ 4’ < flz) < e (x > 0).
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Les deux bornes tendent vers 1 quand z — 07 ; par encadrement,

lim f(z) =1.

z—0t

19c¢) Toujours par encadrement,

donc

T—>+00

19d)  Sur |0, +o0],
0< f(z) < e

e g . . 2 . . .
Ainsi I'intégrale impropre converge par comparaison avec f0+ e %" dx, qui est finie. On dispose par

exemple de I'encadrement
—+00 “+oo
0< / flx)dx < / e~ dz,
0 0

et l'on peut aussi noter que
400 ) 1 +o0
/ e ” dxg/ 1da:+/ e dr=1+e1.
0 0 1

On note H une primitive de h.
20a) Posons
2x 9
g(x) = / e ¥ dt.
x

Alors f(x) = g(x)/x sur Dy. Par la formule de Leibniz,

d(z) = 24" _ e,

Or
g'(x) = af' () + f().

Donc, pour tout x € Dy,

2

of'(z) + f(z) = 24" _ em7%

Cette formule est utile, mais pour étudier le signe de f’, on peut aussi écrire
(e_tQt)/ —e 22 =t — 2h(t).
En intégrant entre x et 2z, il vient
2z 2 42 2
/ e Vdt=x(2e7* — e ") +2(H(22) — H(x)).
x

Comme le membre de gauche vaut z f(x) et que e xf'(x) + f(x), on obtient finalement

2?f'(x) = —2(H(2z) — H(2)).

20b) La fonction h(t) = 2671 st positive, et méme strictement positive sur R*. Toute primitive
H de h est donc strictement croissante.
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Si z > 0, alors 2z > z, donc H(2z) — H(x) > 0, et la formule précédente donne
f'(z) <0.

Sixz <0, alors 2z < z, donc H(2z) — H(z) < 0, et donc
f'(x) > 0.

Ainsi, f est croissante sur | — oo, 0] et décroissante sur |0, +00[. Avec les limites obtenues précédemment
et la parité de f, on obtient le tableau de variation :

T —oco 07 0T  +oo
fiz) | + -
f(z) 0 /1 1N, O

(ou f n’est pas définie en 0, mais admet de part et d’autre la limite 1).

21a) Le développement limité usuel de I'exponentielle donne, en remplacant u par —t2,

e =1-r+ Do Tho®)  (1-0).

21b)  Posons
I, = [min(z, 2z), max(x, 2x)].

Alors
! /Zw 2 (t)dt‘ < sup|e(t)] - — /th2dt’
— toe sup |e — .
3 J, = el ERar
Or )
2 3 x T3
[ - H _=
x 3 . 3
Donc

1

2x 7
2
E/ 2e(t) dt‘ < Tsup Je(t)|.

tel,

Comme I, se resserre vers {0} quand x — 0 et que € est continue en 0 avec £(0) = 0, le membre de

droite tend vers 0. Ainsi,
2x

- 2

21c) D’apres la question 21a, on peut écrire

e’ =12+ 2%(), elt)—0.
t—0
Alors
2x B 2x 2x 9 2x 9
/ et dt:/ 1dt—/ t dt+/ t%e(t) dt.
x x x x
Soit

2z 73
/ e dt =a— % + o(z3).

En divisant par x # 0, on obtient

flz)=1- ng + o(2?) (x —0).
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21d) Le graphe de f présente en réalité un trou en x = 0, puisque f n’est pas définie en 0 mais
admet la limite 1. Si 'on prolonge f par continuité en posant

f(0) =1,

alors, d’apres le développement limité précédent,

f(x) =1- ng + 0(:(}2).

Le prolongement continu admet donc en 0 une tangente horizontale d’équation

y=1.

De plus,

7
flz)—1= —§:L'2 +o0(z%) <0 pour z # 0 assez proche de 0,

si bien que le graphe est localement situé au-dessous de cette tangente. Enfin, il n’y a pas de point
d’inflexion en 0 pour le prolongement continu, puisque le terme dominant est quadratique de signe
constant et que

Fr0) =~ 0.

22a) Fixons x > 0. D’apres la question 19a, on a
0< f(x) <1.

La fonction

.2
ur— e v

est continue et strictement décroissante sur [0, +oo[, & valeurs dans |0, 1]. Il existe donc un unique

réel u, > 0 tel que ,

fz) =e .

En posant
U
ay = — >0,
T
on obtient 'existence et I'unicité d’un réel a, > 0 vérifiant

2

fla) = e (@),

22b) Pour z > 0, la fonction ¢t — e~'* est strictement décroissante sur [x,22] ; comme elle n’est
pas constante sur cet intervalle, sa moyenne vérifie les inégalités strictes
e ¥ < f(z) < e’

Or
fla) = e~(@=2)”,

Comme u — e~ est strictement décroissante sur [0, +oo[, on en déduit
T < apr < 2.

Puisque z > 0, cela donne
ay €]1,2].

Pour tout n € N, on considére maintenant

1 2x
fa(z) = */ tne_t2 dt,

X
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et I'on admet que son domaine de définition est encore Dy = R*.

23a) La fonction t — tne=t* ala parité de t — t™ : elle est paire si n est pair, impaire si n est
impair. Un calcul analogue a celui de la question 18b donne alors

fo(=2) = (=1)" fu(2).

Ainsi,

‘ fn est paire si n est pair, et impaire si n est impair.

23b)  On utilise

Alors

Donc

23c) Pour n > 2, on integre par parties en écrivant

2x 5 2x 5
/ et dt = / "L (te ) dt.
x x

1
ut) ="t W) =te v(t):—§e_t2.

On prend

On obtient

/Qx et dt = [—1t"—1e—f1 Qx Lt /290 =2t gt

Apres division par z, il vient

n—1 1 1 1
folx) = 5 Fr—a(x) + %(xn 1% _ (22)" 1, 4x2>.
Autrement dit,
-1 n—2
fnlx) = n 5 frn—a(x) + :): 5 (e‘x2 — 2”_16_49”2) (x € Dy, n>2).

Fin de la correction
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