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Correction détaillée
Sujet BCE — Mathématiques appliquées — ESSEC/HEC 2026

Théorie de I'acquisition comprimée, lemme de Johnson-Lindenstrauss et minimisation ¢

Cette correction suit le découpage de I’énoncé et donne, pour chaque question, une rédaction compléte
dans Pesprit attendu en ECG.

Préliminaire informatique

On rappelle que pour X = (x1,...,2q) € Mg1(R),

1X1I =

1.

a) Une fonction Python convenable est :

def Norme(X):
return np.sqrt(np.sum(X**2))

b) On a

X =(1,0,1,1,1), X =V1I+0+1+1+1=2.
Donc ) ) )
—X|=|=X| == |X|| =1
I =] =

L’affichage obtenu est donc :

2.0
1.0
2.
On a
2 1 1
as(i1). x= (1)
10
Alors
2-14+1-(-1) 1
AX=10-1+1-(-1) ]| =1|-1
1-140-(-1) 1
D’ou

JAX|? =12 4 (-1)2 + 12 = 3.
C’est ce qui explique le premier affichage : 3.0.

Par ailleurs,
AX|* 3
AXIE 3
1 X1l 2

IX|1* =12+ (-1)* = 2,

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 1




Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Or, avec eps = 0.6, on a
1 —eps =04, 1+ eps =1.6,

et bien
04<15<1.6.

Le second affichage est donc True.

3.

Une réponse possible est :

def EstIsom(A, LX, eps):
for X in LX:
if Norme(X) ==
continue
q = Norme(np.dot(A, X))**2 / Norme(X)**2
if g <1 - eps or q>1 + eps:
return False
return True

Pour le script demandé, on teste les deux vecteurs de la liste

X;=(-1,3), Xo=(4,-2).

Pour X :
2 1\ , 1
o) ()= (2).
10 ~1
si bien que
AX|]?
JAX1)?=14+9+1=11, ||Xq]>=1+9= 10, A g e 0.8,1.2].
1X1 %
Pour X5 :
2 1\ ,, 6
10 4
donc
AXs|?
|AXo|? =36 +4+16 =156, || Xa|* =16+ 4 = 20, A%y ¢ [0.8,1.2].
12

La matrice n’est donc pas une (0.2, X’)-isométrie.

L’affichage obtenu est

False

Le lemme de Johnson-Lindenstrauss

On considére une matrice aléatoire

1
M = ﬁ(Gi,j)lgigm,lgjﬁm
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ou les G;; sont indépendantes et de loi N(0,1).
On fixe ensuite X = (z1,...,2y,) € M, 1(R) tel que | X| = 1. Pour tout ¢ € [1,m], on pose

n
Yo=Y x;Gij,  Z=|MX|.

4.

Une simulation d’une telle matrice s’écrit par exemple :

M = rd.normal(0, 1, (m, n)) / np.sqrt(m)

5.
a) Si z; # 0 et si G;j ~N(0,1), alors la variable aléatoire x;G; ; suit la loi
N (0, a:?)

b) Les variables x;G; ; sont indépendantes (car les G; ; le sont) et gaussiennes centrées. Leur somme
Y; est donc gaussienne centrée, de variance

n

2
=X =
j=1

Ainsi

Y; ~ N(0,1).

En particulier,
E(Y?) = Var(Y;) = 1.

c) Le vecteur M X a pour i-iéme coordonnée

1 — 1
— Gy = —Y;.
\/mj;xj 1,7 \/m 1
Ainsi
m Y 2 1 m )
_ 2 _ v _
Z=nxPP =3 (Jh) = o>
i=1 i=1
6.

On fixe maintenant ¢ €]0, 1/4].
a) Comme Y; ~ N (0,1), sa densité est

Donc

IE( tY2 ty2€fy2/2 dy = —(1-2t)y?%/2 dy.

-l e

Comme t < 1/4, on a 1 — 2t > 0, donc l'intégrale converge bien.
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b) Par changement de variable u = /1 — 2t y, on obtient

+oo +00 /
/ o—(1-20)y?/2 dy = 1 / e~ U/2 gy — 2

e V1—=2t V1=2t
Ainsi )
E(elY) = .
() N
7.

On rappelle I'inégalité de Markov : si U > 0 admet une espérance et si a > 0, alors

P(U >a) < E(U)
a
a) Comme
tmZ = tiyf,
on a -

E(eth) —-F <H etYi2> _ HE(etYiQ)’
=1 =1

par indépendance des Y;. Cette espérance existe donc, et vaut

- (i)

tmZ 1+¢€)

En appliquant Markov & U = e et & a = et™! , on obtient

E(eth)
mZ m(1
B(Z > 1+e) =P(em > 019 < S0,

Donc

e—ta+e) \ ™"
P(Z>1 <PZz>1 < .
(Z>1+¢e)<P(Z > m(m

b) On vient donc d’établir
1
P(Z >1+4¢) <exp (m [t(l +¢€) — iln(l - 2t)]) :

c) Posons
1
ft) =22+t + 5 (1 —21).
Alors
1 26(1 — 4¢)
1—2t 1-2t
Sur [0,1/4],ona1l—2t>0et 1—4t >0, donc f/(t) > 0. Comme f(0) =0, on en déduit que f(t) >0
sur [0,1/4], c’est-a-dire

fft)=4t+1-

1
—t— 5 In(1-2t) < 22,

Par suite,

1 1
—t(l1+4¢)— B In(1—2t) = (—t ~5 In(1 — 2t)> — et < 2t% — et.
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Donc ,
P(Z >1+¢) <™=t

d) On choisit t = ¢/4. Comme ¢ €]0, 1], on a bien ¢ €]0,1/4[. Alors

2 2 2
& &
€U _et=92-_ = — =
T 1 8
Ainsi
P(Z>1+4¢) <e ™18,
8.

mZ  on obtient

Par un raisonnement parfaitement analogue, en appliquant Markov & la variable e~
P(Z<1—¢)<e ™8
On en déduit

P(Z<l-couZ>1+e)<P(Z<1—e)+P(Z>1+¢e) <2 /3,

9.

Soit X’ = {X1,..., X, } un ensemble fini de vecteurs de M,, ;(R). Pour tout ¢ € [1,r], on note B;
I’événement
(1 =) IX]° < [IMX]* < (1 +¢e) | X3

1

a) Si X; # 0, on pose U; = X
i

Xi. Alors ||U;]| =1 et

MX; = M(||X;|| U;) = || X]| MU;,

d’ou
9 2 2
| MX;||” = || X5 |MU;||]”

Par conséquent,
Bi=[(1-¢) <||MU;|* <1+¢].

b) D’aprés la question 8, pour chaque i tel que X; # 0,
P(BS) < 2e ™18,

L’événement « M n’est pas une (g, X’)-isométrie » est exactement

.
U B
=1

Donc, par sous-additivité,

r

IF’(M n’est pas une (g, X’)—isométrie) < Z]P)(BZC) < ope—me?/8.

i=1
c) Si
81n(2r)
m > 5
€
alors
ore M8 <1,

La probabilité que M soit une (g, X’)-isométrie est donc strictement positive. Il existe donc au moins
une réalisation A € M, »(R) qui soit une (¢, X’)-isométrie.
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10.

Une implémentation possible consiste & prendre

o {8111(27“)

g2

J +1, r = len(LX),

puis & simuler des matrices gaussiennes jusqu’a en trouver une qui convienne :

def Isom(LX, n, eps):
r = len(LX)
m = int(8*np.log(2+*r)/(eps**2)) + 1
A = rd.normal(0, 1, (m, n)) / np.sqrt(m)
while not EstIsom(A, LX, eps):
A = rd.normal(0, 1, (m, n)) / np.sqrt(m)
return A

e-isométries pour les ensembles sporadiques de ), ;(R)

On note :

— S(X) le support de X ;

— (X)) le nombre de composantes non nulles de X ;

G = {X € Mas(R); (X) <k}

— Ti Uensemble des parties de [1,n] de cardinal k;

— pour T € Tg, Q(T) 'ensemble des vecteurs dont le support est inclus dans 7T'.

11.

Choisir un élément de T, c’est choisir k indices distincts parmi n. Donc

)

12.

a) On a
Co=1{0},  Cn=Mui(R).
b) Soit T = {i1,...,ix} € Tg. Alors
Q(T) = Vect(e;y, .-, €i,),
ou (eq,...,ey) est la base canonique. C’est donc un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R), de dimension k.

c) Si X € Cg, alors (X) < k. On peut compléter son support en un ensemble 7" € T contenant S(X),
d'ou X € Q(T). Ainsi

c= |J am.

TeTk
Réciproquement, si X € Q(T') pour un certain 7' € T, alors S(X) C T, donc (X) < k, donc X € C.

Pour 1 < k < n, 'ensemble Ci n’est pas un sous-espace vectoriel : par exemple
e1 € Cq, es € Cq, 61+62¢Cl.
Plus généralement, dés que 1 < k < n, on peut additionner deux vecteurs a supports disjoints de

cardinal k et sortir de Cy.

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 6




Excellence Maths www.excellence-maths.fr

13. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X = (z1,...,2,) et Y = (y1,...,yn) deux vecteurs non nuls.

a) Pour tout 7, on a
(Jzi| = lyil)* = 0.

En développant,
2 |wiyi| < af + y; -

b) Si | X|| = ||Y]| = 1, alors en sommant sur i,

n n n
2> oy <D ai+ Yyl =2
i—1 i1 i—1
Donc n
Z lzsyi| < 1,
i—1

et par conséquent

n
§ LiYi
i=1

n
< Z |wayi| < 1.
i=1

c¢) Dans le cas général, posons

X Y
X'=—"1/ Y=_—.
x| bl

n n
>z = XYY iy
i=1 i=1

Alors

Par le cas particulier précédent,

< [IXT -

n
g TilYi
i=1

(£) =(54) (£)

Si 'un des deux vecteurs est nul, I'inégalité reste évidemment vraie, puisque les deux membres valent
alors 0.

En élevant au carré, on obtient

14.

Soit A = (ai’j) S Mm,n(R)-

a) Si X = (z1,...,%y), alors la i-iéme coordonnée de AX vaut

n
E ai,jxj.
Jj=1

Donc

2
m n

2
JAX|?=>" g T
i=1 \ j=1
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b) Pour tout 7, la question 13 donne

n 2 n n n
D aigry | <\ Daly || 2w | = | Dol | IXIP
Jj=1 j=1 j=1 j=1
En sommant sur i,
m n
2 2 2
IAX2 < (DD ai; | IX)*,
i=1 j=1

Si ’on pose

@= > aly
i=1 j=1
alors
|AX || < a || X]| pour tout X € M, ;(R).
15.

Pour tous X, Y, on a
AX =AY + A(X -Y).

Par inégalité triangulaire,

[AX| < [[AY] + [AX = Y)]].
Et par I'inégalité triangulaire écrite sous forme inverse,
[AY ]| = [[AX — A(X = Y)| < [[AX]| + [[A(X = Y)][,

soit

[AY]] = AKX = V)| < [[AX][-

Finalement,

IAY || - [JA(X = V)|l < [JAX]| < AV ]| + [A(X - Y)] .|

On admet maintenant que, pour tout k € [0, n], tout T' € Ty, et tout & €]0, 1], il existe un sous-ensemble

fini X7 5 de Q(T') tel que
12\*
#XT,§ < (5> ’
et tel que pour tout X € Q(7T') de norme 1, il existe Y € A7 5 de norme 1 vérifiant

1
X-Y| <-.
1X -] < 5

16.

Soit ¢ €]0,1]. On définit (u,) par

0
ug =« — 1, un+1:Z(3+un).

C’est une suite arithmético-géométrique. Si elle admet une limite ¢, alors

o

=1

(3+19),
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done o 30 30

Comme 0 < d <1, 0on a /4 <1, donc la suite converge bien vers cette limite. Enfin,

36
—— <0 <= 3<4-9
1_35 < < s
ce qui est vrai car § < 1. Ainsi
. 30

On fixe désormais k € [0,n], T € Ty, et ,0 €]0, 1] liés par

=20+ 6°.

17.

On suppose que A est une (6/2, X7 5)-isométrie.
a)SiY € Xrs et |Y] =1, alors
) 9 )
1-=-<J|AY||" <1+ =
C<javP <1t

En prenant les racines carrées,

) 1)
1-- AY || < —.
S <lav) < f1+]
Comme pour u € [0,1],onal—u <1 —u<1<+1+u<1+u, on obtient
) 1) 1) )
1—=<,4/1—-=<||JAY |l < - <1+ —.
2~ 2_H H +2_ +2

b) Montrons par récurrence la propriété
(Pp) : VX e, |[X|=1=1—u, <|AX|| < 1+ uy.

Initialisation. Soit X € Q(T) avec | X|| = 1. Par hypothése sur Xz, il existe Y € X5, de norme 1,
tel que

X =Y <

RS

La question 15 donne
[AX]| < |AY | + [[A(X = Y)]|.

Par la question 17.a,

0
lav) <1+ 5

et par la question 14.b,
)
IAX =Yl < allX - Y| < ap.

Ainsi 5 5 5
|AX[| <1+ -4+a7=1+-3+u) =1+u.
2 4 4
De méme,

) 1)
JAX]) > JAY ]~ A(X = Y) 21— 5 —af=1-u.

Donc (Pp) est vraie.
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Hérédité. Supposons (P,) vraie. Alors, pour tout W € Q(T),
AW < (1 +u) [W],

car si W # 0, on applique (P,) a W/ ||W]].

Soit maintenant X € Q(T'), || X|| = 1, et choisissons Y € X7, [|Y| = 1, tel que || X — Y| < §/4.
Comme plus haut,

) o
IAX]] < |AY [ + [JAX = V) < 1+ 5 + (L +un)y =1+ unsa,

et de méme 5 5

|AX| > 1—5 — (1—|—un)1 =1—upq1.
Donc (P,41) est vraie.
Par récurrence, (P,) est vraie pour tout n > 1.

c) D’aprés la question 16, u,, — ¢ avec £ < §. En faisant tendre n vers U'infini dans (P,), on obtient,
pour tout X € Q(T') de norme 1,
1 0<AX| <140

A fortiori,
1 -8 <||AX[ <140,

En élevant au carré,

(1—0)2<|AX|? < (1+6)2

Or
(1+0)*=1+20+6*=1+c¢,
et
(1-6)2=1-20+0>>1-(20+6*)=1—¢.
Donc

l—e<|[AX|?P<1+e.
d) En homogénéisant, on en déduit immédiatement que pour tout X € Q(T),
2 2 2
(=) [ X7 < [JAX]" < (A +e) [ X"

Ainsi

‘A est une (e, Q(T'))-isométrie. ‘

18.

On suppose désormais k € [1,n].

Pour T' € T, si M n’est pas une (g, Q(7T))-isométrie, alors d’aprés la question 17, M n’est pas une
(0/2, Xr 5)-isométrie. Ainsi

P(M n’est pas une (g, Q(T))-isométrie) < P(M n’est pas une (6/2, Xr,s)-isométrie).

Par la question 9.b,

k
12
P(M n’est pas une (g, Q(T))-isométrie) < 24Xy s e /278 < 9 <5> o mo%/32.
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Si maintenant M est une (g, Q(T"))-isométrie pour tout T € T, alors M est une (g, Cy)-isométrie,
puisque tout X € Cj, appartient a au moins un des Q(7") avec T' € Ti. D’ot, par union finie,

P(M n’est pas une (g, C)-isométrie) < Z P(M n’est pas une (g, Q(T))-isométrie).
TeTk

Comme #T; = (}), on obtient

k
12
]P’(M n’est pas une (5,Ck)-isométrie) < 2(2) <5> o—mo?/32

19.

a) On a

b) En développant e* en série entiére,
+00 ki

=3

f'.
=07’

Les termes d’indices k — 1 et k valent respectivement

kkfl kk kk
En
Donc By
k
k
Par suite,
1
k! = 2kk
En combinant avec a),
n n¥ en\k
2(0) <2 < (5
(1) <25 = (%)
c) Posons
a= m b= n
k’ k

D’aprés la question 18 puis la question 19.b,

12eb\ * 12¢b 52
P(M n’est pas une (g, Cy)-isométrie) < ( 56 > e~k /32 _ gy <k [ln < 56 > B ;]) '

o 321n(12eb/é
L 32In(12eb)5)

52 ’
alors le crochet est négatif et la probabilité précédente est strictement inférieure a 1. Il existe donc au
moins une réalisation A € My, ,(R) qui soit une (e, Cy)-isométrie.

L’acquisition comprimée
On note désormais, pour X = (x1,...,2,),
n
X =" lail,
i=1
qui est la norme ¢! de X.
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20. Quelques propriétés utiles

a) Pour tous X = (x;) et Y = (y;),

n

n
X+ =) Jai+ il < Y (2l + lyil) = 1X| + Y]
=1 i=1

On en déduit par récurrence que, pour tous Xi,..., X,,

doXi| <Y Ixl
=1 i=1

b) Si les supports des X7, ..., X, sont deux a deux disjoints, alors, coordonnée par coordonnée, il n’y

a jamais de compensation. Ainsi
T '
g X;| = E | X] -
i=1 i=1

c) Si X € Cg, alors X posséde au plus k& composantes non nulles. En appliquant Cauchy-Schwarz aux
k nombres non nuls |z;|, on obtient

(XI= D lul < V#ESX) [ Y aF <VE|X]|.

i€S(X) i€S(X)

Et comme toujours || X|| < |X], on conclut

IXI < IXI < VEIXIE (X eCr).

21.

Soit A € My, ,(R) une (g, Cy)-isométrie, avec e €]0, 1].

a) Si X € C; et AX =0, alors
0= AX[* > (1 —¢) | X]*.

Comme 1 — ¢ > 0, on obtient || X|| =0, donc X = 0.
b) Considérons les k premiers vecteurs de la base canonique ey, ..., eg. Si

AMAer + -+ M Aeg, =0,

alors
A(Mer + -+ Ageg) = 0.

Le vecteur A\je; + - - + Apeg appartient a Ci, donc, d’aprés a), il est nul. Les vecteurs Aey, ..., Aeg
sont donc libres. Ainsi

rg(A) > k.

22. Premiére caractérisation

On suppose ici que A est une (g, Coi)-isométrie.

a) Si X,Y € C, et AX = AY, alors
AX —Y) =0.

Comme X —Y € Cy, la question 21.a appliquée & 2k donne

X-Y =0

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 12
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Donc

b) Soit Y € Cy et B = AY. Le vecteur Y est une solution de AX = B. Soit maintenant X une solution
de AX = B qui minimise (X) parmi toutes les solutions. Comme Y est solution,

(X) < (Y) <k,

donc X € Ci. Or AX = AY, donc la question a) donne X =Y.

Ainsi Y est I'unique solution de I’équation AX = B qui minimise le nombre de composantes non
nulles.

23—27. Deuxiéme caractérisation

On suppose maintenant que k < n/3 et que A est une (g, Cs)-isométrie avec € < 1/3.
Soit Y € Ci, et B = AY. On considére un vecteur X € M, 1(R) tel que
AX =B et |1 X| <|Y].
On pose
Z =Y —X.

Alors
AZ =AY — AX =0.

On note S le support de Y et S I’ensemble des indices des composantes nulles de Y. Pour tout sous-
ensemble non vide I C [1,n], on note Z; le vecteur obtenu & partir de Z en annulant les composantes
d’indice hors de 1.

23.

Si (Z) < 3k, alors Z € Cg et AZ = 0. La question 21.a appliquée & 3k donne immédiatement

Dans toute la suite, on suppose donc
3k+1<(2).

24.
a) Comme Z = Zg + Zz, on a
X=Y-Z=Y-Zs—Zg,

donc
X+Zs=Y — Zs.

Autrement dit,

\Y—Z§=X+Zs.\

De plus, les supports de Y et de Zg sont disjoints, donc par la question 20.b,

|V - Zg| = V| +[Zs]-

b) En utilisant a) puis I'inégalité triangulaire pour la norme ¢!,

Y|+ |Zg| = |V — Zg| = 1 X + Zs| < |X|+ |Zs| < |Y|+|Zs] .
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D’ou

| Zs| < 1Zs].

c) Le vecteur Zg appartient a Cy car S a au plus k éléments. Par la question 20.c,
1
1Zs|| = N Zs] .

Avec b), on obtient

1
125l > = 12s] > = |2s].

1
vk

25.

On pose

On partitionne S en réunion disjointe
ThuU---UT,

avec (Z1,) = 2k pour 1 <i < r et (Zr,,,) < 2k, les composantes de Z7, étant classées par valeurs
absolues décroissantes d’un bloc au suivant. On note «; la plus petite valeur absolue des composantes
non nulles de Z7;.

a) Pour i € [1,7], toutes les composantes non nulles de Zz, ont une valeur absolue au moins égale a
«;, et elles sont au nombre de 2k. Donc

|Z1,| > 2ka; = V2k \/2kaZ.

Par ailleurs, toutes les composantes non nulles de Zr,,, ont une valeur absolue au plus égale a ay, et il
y en a au plus 2k, donc )
HZT1'+1H < 2kaj.

Ainsi

25| 2 V3k\[2ka? 2 V3R | 21, .

b) On a
r+1

‘Zg‘ = Z ’ZT¢| .
=1

D’apreés a), pour i > 2,
|ZT¢71‘ > V2k HZTZH .

Donc
r+1

Zg| > V2k> 1121,
=2

En combinant avec la question 24.c,

r+1

1Zs] = | >v2) Izl
=2

1
ﬁ|z§

Ainsi

r+1

1Zsl = v2) |z
=2
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26.

a) On décompose
r+1

Z=Zsur, + Y Zn,.
=2
Donc
r+1
AZ = AZsur, + Y AZr,.
i=2
Par inégalité triangulaire,
r—+1 r+1
|AZ|| = [[AZsur, || — ZAZTZ > |AZsur || — Z ||AZT1H :
i=2 i=2

Or
(SuTy) < k+ 2k =3k, (T;) < 2k < 3k,

donc, puisque A est une (g, Csy)-isométrie,

AZsur || = V1 —e [[Zsun ||, |AZr,|| < V1+e || Zr]| -
Ainsi
r—+1
IAZ|| > V1—¢ | Zsunll — VIi+e ) | Zn].
i=2

b) Les supports de Zg et de Z7, sont disjoints, donc
2 2 2 2
1Zsur I” = 1Zs[I” + 122, " = 12517

ainsi | Zsur || > ||Zs]|. D’autre part, la question 25.b donne

r+1

1
| Z7,|| < —= 1 Zs]| -

Donc

1Az| > (F ¥ ;2*) 12sl!.

Autrement dit,

1AzZ| > (F mr lf‘;) 12sll.

c) Or AZ =0, donc le membre de gauche vaut 0. Comme ¢ < 1/3,

v1i+4e
vV1i—e— + > 0,
V2
car cela équivaut a
1+4+¢

1—5>T <— 1> 3e.

On en déduit nécessairement
| Zs|| =0, donc  Zg=0.

Puis la question 24.b donne

donc Zg = 0. Finalement Z = 0, donc
X=Y.
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27.
On vient de montrer que toute solution X de I’équation AX = B vérifiant
[ X] < Y]

est forcément égale & Y. Comme Y lui-méme est solution de AX = B, il est donc I'unique solution
qui minimise |X]|.

Ainsi,

‘Y est 'unique solution de AX = B qui minimise |X|. ‘

Bilan. Le sujet établit successivement :

— l’existence, avec grande probabilité, de projections aléatoires qui préservent presque la norme
euclidienne sur des ensembles finis (lemme de Johnson-Lindenstrauss) ;
— l’extension de cette propriété aux ensembles de vecteurs k-sporadiques;
— deux principes de reconstruction en acquisition comprimée :
— la minimisation du nombre de composantes non nulles sous une hypothése de type (e,Ca) ;
— la minimisation de la norme ¢! sous une hypothése de type (g,C3;) avec € < 1/3.
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