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Correction détaillée
EM Lyon 2026 — Mathématiques approfondies (ECG)
Code sujet : 295

Le sujet comporte deux problemes indépendants. On rédige ci-dessous une correction compléte, struc-
turée question par question.

Probléeme 1
Dans toute cette partie, on travaille dans un espace euclidien réel muni du produit scalaire usuel.

Partie 1 — Un exemple

On se place dans le cas n = 2 avec

1. Diagonalisation de A

La matrice A est symétrique réelle. Cherchons ses valeurs propres.

0)=6)=20) 2(4)=0)= ()

Ainsi, 2 et 0 sont les deux valeurs propres de A.

Apres normalisation, on peut prendre

_ (! _
ul_ﬁ 17 UQ—

La famille (u1,ug2) est orthonormée. En posant

1 (1 1 2 0
o=l h) o= C)

on a bien A = QDQT, avec les coefficients diagonaux de D rangés par ordre décroissant.

1 (11 2 0
-5l 4 2-[0n)

Nis
[\V]
VR
-
—_
~

2. Etude de la fonction ¢

Pour (z,y) # (0,0), on note r = \/x? + y? > 0. Alors

pw.y) = (z/r y/r)A <x/r> :

y/r

z/r\  [((xz+y)/r
4 (.y/) - <<x " y)/r> /
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on obtient )
Cr(xty) tylrty)  (z+y)? 2xy
o(r,y) = 2 2 ) 2 = 1 2 2"
<ty = +y e 4y
Ainsi
2zy
) =1+ 7
plz,y) =1+ — Y

Cette expression est quotient de fonctions polynomiales sur R? \ {(0,0)} avec dénominateur
jamais nul; ¢ est donc de classe C°°, donc en particulier de classe C2, sur R? \ {(0,0)}.

b) On dérive :
87()0( ) o 2y(y2 B $2) aﬁ(:ﬁ ) o 2.%'(.’,13‘2 B y2)
ox 7 (a2 4 y2)2 oy 7 (24 y?)2

Un point critique vérifie
y(y* —2®) =0,  z(a®—y*) =0.

Les cas x = 0 ou y = 0 conduisent immédiatement a (x,y) = (0,0), exclu. Il reste donc
a? = y2> (:E7y) # (Oa 0)7

c’est-a-dire

‘les points critiques sont exactement les points des deux droites y = x et y = —x, privés de l'origine.

Il y en a donc une infinité.
¢) Pour tout a € R*,

200 vy 14 2xy
(az)? + (ay)? x2 + y?

o(ax,ay) =1+ = ¢(z,y).

Donc

‘Va e R*, g(az,ay) = p(z,y). ‘

La fonction est homogene de degré 0.

d) La question précédente montre que la valeur de ¢ ne dépend que de la direction du vecteur
(z,y). Il suffit donc d’étudier ¢ sur le cercle unité S;.

On peut aussi majorer directement :

(z +y)*

o(r,y) = W

Or, par I'inégalité (z — y)? > 0,
2y <o’ +y? = (w+y)’ <20+

Ainsi
p(z,y) < 2.
L’égalité a lieu si et seulement si (x — y)? = 0, c’est-a-dire si et seulement si x = y # 0.

Donc ¢ admet un maximum global sur R? \ {(0,0)}, égal a 2, atteint exactement sur la droite
y = x privée de 'origine.

max =2, T,Y) =2 &= x = 0.
e, ¥ o(z,y) Y #
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Partie 2 — Une inégalité sur la trace
3. Traces de ‘BB et BB
Soit B = (bij)1<i<n,1<j<m € Mnm(R).
a) Les coefficients de ‘BB € M,,(R) sont
n
(tBB)i,j = Z bk,ibk,j (1 < i,j < m)
k=1
Les coefficients de B'B € M,,(R) sont
m
(BtB)i,j = Z bi,kbj,k (1 S i,j S n)
k=1
b) En particulier,

m n
tBB ZZ ki T tB =

Ces deux sommes sont les mémes. Donc

Tr(‘BB) = Tr(B'B).

4. Représentation graphique pour n = 2
Pour n = 2,

D =[0,1]%
C’est le carré unité du plan.

De plus,
Cl = {(I‘l,ﬂfg) S RQ | 1+ X2 = 1}

est la droite d’équation x1 + xo = 1, dont l'intersection avec D est le segment joignant (1,0) a (0,1).
Enfin,
Cy = {(z1,22) € R? [ 1 + 22 = 2}

et son intersection avec D est réduite au point (1,1).

5. Maximum de f) sur D NCy

On considere

A:<)\1,>\27...,)\n), >\1>/\22"’2)\n7
et

fA(.ZCl, ce ,xn) = Z)\le
=1

Comme D N C}, est fermé borné de R”, il est compact, et fy est continue : elle y admet donc un
maximum global.
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Soit x = (z1,...,2n) € DNCk. Ona0<z; <let); z; ==k Alors

k n
fal@) = N+ > A
i=1

i=k+1

k n
< ZM%%—M Z x;
i=1

i=k+1
k
= Ak 4> (A = M)
=1
k k
< Ak + Z(/\l — )\k) = Z)\Z
=1 =1

Cette majoration est atteinte pour

Par conséquent,

k
max = i
DACh fA ; 2

et un point ou ce maximum est atteint est

\x*:(l,...,Lo,...,O).\

(Remarque : si Ay = A\p41, le maximiseur n’est pas nécessairement unique.)

6. Diagonale d’une projection orthogonale

Soit m un projecteur de R", de matrice P = (p; ;) dans la base canonique.

2 = 7, on a la décomposition

a) Comme 7
R"™ = Im(7) & Ker(m).
Si r =rg(P) = dim(Im(w)), alors dans une base adaptée a cette décomposition, la matrice de
T vaut
I, 0
0 0/

Sa trace vaut donc r. La trace étant invariante par changement de base,

rg(P) = Tr(P).|

b) Si 7w est orthogonale, alors
R"” = Im(n) & Im(n)~.

Pour tout z € R", on peut écrire
v=n(@)+(@—7@), 7@) L (- 7).

Par Pythagore,
lz]* = 7 (@)I* + l|lz — 7 (2)]|* > [|= ()|

Donc

Vo R, ||r(2)]| < ||
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¢) Soit (eq,...,e,) la base canonique. Pour tout ¢,

pii = (m(e), €).
Or, comme e; — 7(e;) € Ker(r) = Im(7)*

(m(e), ei) = (m(es), m(eq)) = [|m(ed)]*.

Par la question précédente, ||7(e;)|| < |lei]| = 1. Donc

,on a

0 < pii = [|m(eq)|* < 1.

Finalement,

ViE{l,...,n}, Diji € [0,1]

7. Diagonalisation orthogonale de A

La matrice A est symétrique réelle. Par le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale
Q € M, (R) et une matrice diagonale réelle D telles que

A=QDQ".
En réordonnant éventuellement la base orthonormée de vecteurs propres, on peut supposer

D = diag(\1, ..., \p) avec M > Ao > >\,

8. Calcul de ‘MM
Les colonnes C, ..., C) de M sont orthonormées. L’élément (i,5) de M M vaut donc

(‘MM);; = (Cy, Cj) = 6.

9. Cas ou A n’a qu’une seule valeur propre

Ainsi,

Si toutes les valeurs propres de A sont égales a A1, alors, puisque A est diagonalisable,
A= M1,

Par suite,
Tr("MAM) = Tr(\M'™M M) = A\ Tr(I) = k);.

Donc cette quantité ne dépend pas de M.

Tr('MAM) = k).

10. Cas général
On suppose désormais que A admet au moins deux valeurs propres distinctes. On pose

X =Q"™M € M, 1(R), P=XxXx".
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a) On calcule d’abord
X' X=M"QQ"M=M"M = 1I,.

Alors
PP=X(X"X)Xx"T=Xxx"=pP, P =XX"=P
1
k

Donc P est un projecteur symétrique, c’est-a-dire un projecteur orthogonal.

‘P est la matrice d’'une projection orthogonale.

b) L’inclusion Ker(X ") C Ker(P) est immédiate car Pu = X X .

Réciproquement, si Pu = 0, alors
O=u'Pu=u'XX"u=|[X"ul?

d’ott X Tu = 0. Ainsi

Ker(P) = Ker(X ).

Comme X ' X = I}, la matrice X est de rang k. Donc X | est aussi de rang k; son noyau est
de dimension n — k. Le noyau de P ayant méme dimension, on obtient

rg(P) = n — dim Ker(P) = k.

Ainsi
rg(P) = k.

¢) On utilise I'invariance cyclique de la trace :

Tr(‘MAM) = Tr(*MQDQ " M)
= Tr(X"DX)
=Tr(XX'D) = Tr(PD).

Donc

Tr(‘M AM) = Tr(PD).

Or D est diagonale, donc
Te(PD) =Y Aipii = fa(p11--- Do)
i=1

Comme P est un projecteur orthogonal, la question 6.c donne p;; € [0,1]. De plus, P est un
projecteur de rang k, donc par la question 6.a,

Zpi,i =Tr(P) =rg(P) = k.
i=1
Ainsi,

(p1,17 o 7pn,n) € DN Ck
On en déduit

Tr("MAM) < max{fr(z1,...,2,) | (z1,...,2,) € DN Cy}.
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d)

Si ’on choisit pour colonnes de M les vecteurs propres Vi, ..., Vy, alors
M:<V1 Vk) — X:QTM:<61 ek>.
Des lors
P=XX" =diag(1,...,1,0,...,0),
et donc i
Te(PD) =)\
i=1

C’est précisément la valeur maximale trouvée a la question 5. Ainsi la quantité Tr(*M AM) est
maximale pour ce choix de M.

Un choix optimal consiste a prendre C; = V; pour 1 < i < k. ‘

Dans la question 2.d, on était dans le cas particulier n =2, k =1 et
11
A- (1 1) |

M- 1 T

Si ’on prend

alors

Tr("MAM) = p(z,y).

Le résultat obtenu ici dit donc que le maximum est atteint lorsque la colonne de M est un
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de A. C’est exactement ce que 'on avait
constaté a la question 2.d : le maximum vaut 2 et est atteint dans la direction de (1,1).

Probléme 2

Partie 1 — Résultats préliminaires

1. Fonction génératrice Gy

On consideére

a)

b)

c)

G (t) = f P(W =n)t",  te[0,1].
n=0

Pour tout t € [0, 1] et tout n > 0,
0<PW =n)t" <P(W =n).

Or la série >°,~oP(W = n) converge (sa somme vaut P(IW > 0) < 1). La série définissant
G (t) converge donc absolument pour tout ¢ € [0, 1].

Chaque terme ¢ — P(W = n)t" est croissant sur [0,1]; la somme de fonctions croissantes a
termes positifs est croissante. Donc

‘GW est croissante sur [0, 1]‘

Comme Gy est croissante et majorée par Gy (1), elle admet une limite finie & gauche en 1 : il
existe £ € R tel que

lim Gw(t) =/.

t—1—
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d) Pour tout m € N* et tout t € [0, 1],

Donc
¢=Gw(1).

e) On vient de montrer que

lim Gw(t) = Gw(1),

t—1-
donc Gy est continue en 1.
f) Pour ¢t = 0, la série est triviale. Si t € (0, 1), alors

0<nP(W =n)t""' <

car

+o0 1
2 =L

et tous les termes sont positifs. Comme >, P(W = n) converge, la série

Z nP(W = n)t"!

n>1

converge absolument.

2. Une forme du second lemme de Borel-Cantelli

Soit (A )n>1 une suite d’événements mutuellement indépendants.

a) Posons
h(z)=e*—1+uz.

Alors
W(z)=1—-e", h'(z) =e™" > 0.

La fonction h est convexe, et h'(0) = 0, donc 0 est son minimum global. Ainsi h(z) > 0 pour

tout z € R, c’est-a-dire

b) Pour 1 <n <m,

P( G Ag) =1-B( ﬁ 45)
k=n k=n
Par indépendance, m m
P( ) 45) = [T - Pay).
k=n k=n
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En utilisant la question précédente,

1—P(Ag) < e PR,

donc
10— P(Ap) <exp (= Y P(AR).
k=n k=n
Par suite,
P(UJ) ) > 1-exp (= 3 P(AN).
k=n k=n

c¢) Supposons 3, P(A,) divergente. Fixons n. Alors la série de queue >, P(Ay) tend vers
+00 quand m — 4o00. D’apres b),

m— 00

(U A4e) > 1-exp (= S P(A) —— 1.
k=n

k=n
Or les événements |Jj-,, Ay croissent avec m, donc
m
#(U )= i (0 4) =1
k>n k=n

En posant

Bn: U Ak‘7

k>n
on a une suite décroissante (B,,) et P(B,,) = 1 pour tout n. Par continuité décroissante,
P( Ol B,) = lim P(B,) = 1.
nz

Donc

P(ﬂ UAk>:1.

n>1k>n

Autrement dit, presque siirement, une infinité des événements A,, se réalisent.

3. Loide U,, et de V,,
Fixons n,k € N* et (j1,...,Jn) € R™. Posons jy = 0.
L’événement {U,, = (j1,...,Jn)} s'écrit
Wi=j1, Wa=ja—j1, ..., Wn=1Jn—jn-1}

Par indépendance et identité de loi,
P(Un = (j1,---,3n)) = [T P(W1 = jr = jr—1)-

De méme,

Vak =05 dn)} ={We=J1, Wi =Jo2—J1, -y Waoigk = Jn — Jn-1}s

donc
n

P(Vak = (1, ---+dn) = [[P(W1 = G — jr-1).

r=1

Par conséquent,

P(Up = (Ji,---7n) =PV = (J1,-- -, Jn))-

Les vecteurs aléatoires Uy, et V,, ;, ont donc méme loi.
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4. Produit de Cauchy de deux séries positives convergentes

On considere deux séries convergentes a termes positifs

Zan7 Zb’fh

n>1 n>0
et pour n > 1,
n
Cp = Z akbn,k.
k=1
a) On a
n k n n—i n o n n n
ch = ZZazbk i = ZZazb] < ZZazb] = (Zai)(zbj)'
k=11i=1 i=1 j=0 i=1 j=0 i=1 7=0
Inversement,

n

(Zn:a%) (]z:%bj) = Ziaibj.

i=1 i=14=0

A chaque couple (i, j) correspond k = i+ j € {1,...,2n}, et le terme a;b; apparait dans cy.
Tous les termes sont positifs, donc

n n 2n
(ZQZ)(ij) < ch
i=1 j=0 k=1
Ainsi
n n n 2n
ch < (Zai)(ij) < ch
k=1 i=1 §=0 k=1
b) Posons
An =) a; — A, > bj—B
i=1
D’apres a),

n 2n
ch <A,B, < chr
k=1 k=1

Comme A, B, — AB, le théoreme des gendarmes montre que la suite des sommes partielles de
> ¢ converge aussi vers AB. Donc

Z ¢, converge et Z CL = (JFXO:O ai) (Jio bj).
k>1 i=1 =0

Partie 2 — Une marche aléatoire

On considere des variables indépendantes (X, )n>1 telles que

1 n
POn=1)=P(Xa=-1)=5  Si=>3Xe S=0.

Ezxcellence Maths — Coaching en Mathématiques 10
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5. Espérance et variance

a) Pour tout n > 1,

1
E(X,) =1 7+(—1)-§:0.
De plus,
E(X;) =1,  V(X,)=EX;)-EX,)*=1
Ainsi
[E(X,) =0, V(X,)=1]
b) Par linéarité de I’espérance,
E(Sn) = Y E(Xy) =
k=1
Comme les X}, sont indépendantes,
V(Sn) =Y V(Xp)=n
k=1
Donc
(E(S,) =0,  V(S,)=n]|
6. Convergence en probabilité de S, /n
Pour tout € > 0, 'inégalité de Bienaymé—Tchebychev donne
Sn V(Sy) 1
P(‘n = E) =P (|8al 2 me) < n2e2  ne?’

Le membre de droite tend vers 0 quand n — 4o00. Ainsi

S,

n n—+oo

La variable aléatoire certaine limite est donc la constante nulle.

7. Simulations sous Python

Une réponse possible est :

a.)x
def simul_XQ):
return rd.choice([-1, 1])

b),
def simul_S(n):
s =0
for _

s +=

in range(n):
simul_X()
return s

Ezxcellence Maths — Coaching en Mathématiques
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8. Réécriture de S,

On a
Xe+1  [1 siXp=1,

2 |0 siX,=-1.
Donc x )

Xp—2. 20 g

2
En sommant de 1 a n,
Xk+1

So=3 Xe=23

Ainsi

Xk+1

n—zz

La variable suit la loi de Bernoulli de parameétre oh

X +1 1
2 NB<2>'

9. Loi de S,
X 1
a) Si S, =1, alors en posant N,, = > 7, k;— ,on a
Sy =2N,—n=i = NNZ”;Z.

Le membre de droite doit étre entier. Donc si ¢ et n ne sont pas de méme parité,

b) La variable N,, est binomiale B(n,1/2). Si ¢ a la méme parité que n, alors

(=25 (3) (0

Ainsi

10. Asymptotique et récurrence

a) En prenant ¢ = 0 dans la question précédente,

2n 1\2"
]P) n = = — .
(S2 0) ( n ) ( 2)
Avec la formule de Stirling,

9 2n n
(2n)! ~ Vdmn <n> , n! ~ v2mn (n) .

€ €

Ezxcellence Maths — Coaching en Mathématiques
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Donc
2n VArn (2n/e)?™ 4"
n 2mn (n/e)?r  /mn’
Par suite,

1

Le renvoi direct a la question 2.c est un peu elliptique si I'on prend simplement les événements
{S2, = 0}, car ils ne sont pas indépendants. Voici 'argument standard.

Posons
T=inf{m >1]S,, =0}

(le premier temps de retour en 0) et, pour n > 1,
rn = P(S2, = 0), fn =P(r =2n).

Si So, = 0, il existe un premier retour en 0, disons au temps 2k avec 1 < k < n; apres ce premier
retour, la marche repart de 0 avec la méme loi. On a donc la relation de renouvellement

n
Tn:karnfk (??,Z 1)7
k=1

avec rg = 1.

Introduisons les séries génératrices

R(z) = Z rpa”, F(x) = Z fnx™, 0<z<l.

n>0 n>1

La relation précédente donne

R(z) =1+ F(z)R(x), donc R(z) = = F@)

Or, d’apres a),
1
Tn ~ I

donc la série > r, diverge. Par conséquent,

R(x) —— 400,
rz—1~
ce qui impose
F17) =1

Autrement dit,
P(r < 400) = Y fo=1.
n>1
La marche revient donc presque stirement une premiere fois en 0. Apres ce retour, les incré-
ments futurs sont encore indépendants et de méme loi que les incréments initiaux : on retrouve
exactement la méme situation. En répétant I’argument aprés chaque retour, on obtient que la
marche revient presque stirement en 0 une infinité de fois.

Presque stirement, la marche aléatoire passe une infinité de fois par 0.
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11. Etude de la variable T

On rappelle que T'= —1 si S, < 0 pour tout n > 1, et sinon T est le plus petit entier n > 1 tel que
Sp > 0.

a) T = 1 signifie que la marche est strictement positive dés le premier instant, donc que X; = 1.
Ainsi
1
P(T=1)=-.
T=1)=

b)

c)

Pour n > 2, événement {T' = n} signifie :
— avant I'instant n, on n’a jamais été strictement positif;
— a l'instant n, on devient strictement positif pour la premieére fois.

Comme les sauts valent +1, on ne peut pas passer de < 0 & une valeur strictement positive
autre que 1. Donc

(T =n}= (nﬂl{sj < 0}) n{S, =1}
j=1

Si n est pair, alors S, a la méme parité que n, donc il est pair. Il ne peut donc pas valoir 1.
D’apres b),

‘npair :P(T:n):o.‘

12. Les événements Ry

On définit, pour k£ > 1,

a)

k
R ={$1 = -1} ({8; < ~1}) N { Sk = 0}.
j=2
L’événement Ry, signifie :

la marche part d’abord a gauche, reste ensuite strictement négative jusqu’au temps
k, puis revient en 0 au temps k + 1.

Autrement dit, il s’agit d’une excursion négative de longueur k + 1.

Soit (x1,...,2) € {—1,1}* une trajectoire réalisant {T" = k}. Alors ses sommes partielles
sj =1+ -+ x; vérifient

5;<0(1<j<k—-1), sk = 1.
En particulier zj, = 1. A cette trajectoire, associons la trajectoire de longueur k + 1
y=(—xk, —Tk—1,...,—21,1).
Sit; =y1+---+y;, on obtient
t1 = —x = —1, ti=sp—;—1< -1 (2<j<k), tr1 = 0.

Cette nouvelle trajectoire réalise donc Ry.

La transformation est bijective entre les trajectoires comptées par {T' = k} et celles comptées
par Ry,. Or une trajectoire de longueur k a probabilité 2%, tandis qu’une trajectoire de longueur
k + 1 a probabilité 2= *+1_ Par conséquent,

P(Ry) = %IP’(T — k).
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c¢) Soit m > 1. Sur I’événement {T" = n + 1}, comme n + 1 > 2, le premier pas est nécessairement
—1, puis la marche revient une premiere fois en 0 & un certain instant k+1 avec 1 < k <n—1,
avant de repartir et d’atteindre pour la premiére fois un niveau strictement positif au temps
n+ 1.

Ainsi, si 'on note B
Sj = Set145 = Sks1 - (1 20),

on peut écrire la décomposition disjointe

n—1

{T=n+1}= || (Ren{T =n—1}),

k=1

ot T désigne la variable analogue & T construite & partir de la marche translatée (§]) §>0-

C’est exactement le sens de la formule demandée dans 1’énoncé.

d) L’événement Ry dépend seulement des incréments X1, ..., Xi11, tandis que 1’événement {f =
n — k} dépend seulement des incréments Xgyo,..., X, 1. Ces deux événements sont donc
indépendants.

De plus, par indépendance et stationnarité des incréments, la marche translatée a méme loi que
la marche initiale, donc

P(T=n—Fk)=P(T =n—k).
La décomposition de ¢) donne alors

P(T=n+1)= 1IP(Rk)IP(T =n—k)
1

3
|

e
Il

EP(T = E)P(T =n—k).
k=1

N |

Comme P(T = 0) = 0, on peut écrire sans changer la somme

P(T=n+1) = ;nilIP(T:k)P(T:nk) _ ;iP(T:k)}P’(T:nk).
k=1 k=1

Remarque finale. La relation obtenue a la question 12.d est une récurrence de type Catalan pour
les probabilités P(T" = n) (en fait, seules les valeurs impaires sont non nulles). Elle est caractéristique
de la marche aléatoire simple symétrique.
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