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Correction du sujet « Mathématiques 2 — MP »
CCINP — Session 2026

Exercice 1

On considere
a+b a a

A= a a+b a et J =
a a a-+b

—_ = =
—_ = =
—_ = =

On remarque immédiatement que
A=aJ+ bIg

Q1. Rang de J et diagonalisation de J

Les trois colonnes de J sont égales a

1
L,
1
elles sont donc toutes colinéaires et non nulles. Ainsi
rg(J) = 1.
Considérons maintenant le vecteur
1
u= |1
1
On a
Jv =3,

donc 3 est une valeur propre de J.
Si z = (21,19, 23)7 vérifie 21 + 29 + 3 = 0, alors

T+ X2 + T3
Jr=|x1+x3+23]| =0,
T+ X2 + T3

donc 0 est valeur propre, et son sous-espace propre est
Eoz{x€R3|x1+x2—|—x3:O},

qui est de dimension 2.
Ainsi J possede les valeurs propres 3,0,0 et est diagonalisable. Elle est semblable &

diag(3,0,0).

Q2. Matrice diagonale semblable & A

Comme A = aJ +bls, toute base de vecteurs propres de J est aussi une base de vecteurs propres
de A. En effet, si Jx = px, alors

Az = (aJ + bl3)x = (ap + b)x.
Les valeurs propres de A sont donc

a-3+b=3a+0b, b, b.
Par conséquent,

A ~ diag(3a + b, b, b).
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Q3. Polyn6me minimal de A

On sait d’aprés la question précédente que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
bet 3a+b. Or a # 0, donc
3a+0b#b.

Pour une matrice diagonalisable, le polynéme minimal est le produit des facteurs (X — \) associés
aux valeurs propres distinctes. Ainsi

7a(X) = (X — b)(X — 3a—b).

Q4.a) Calcul de A" a partir du polynéme minimal

Posons
A =3a+b.

Puisque m4(X) = (X — b)(X — A), le reste de la division euclidienne de X™ par m4 est de la forme
rn(X) = an X + Bn.
On impose 1’égalité aux racines b et A :
" = apb + By, A = ap )\ + By.

En soustrayant,

N _/\"—b"
"N =b
Puis NI
n:bn_ nb— —
h @ X—b

Comme 74(A) = 0, on obtient
A" = anA + BnI?n

soit finalement

AT b D — DAT
A=At b

Q4.b) Calcul de A™ a partir de J?

On commence par calculer les puissances de J. Pour tout p > 1,
J2 =13

puis par récurrence immédiate,

JP=3"17  (p>1).

Comme A = aJ + bls, avec J et I3 qui commutent, on peut utiliser le binéme :

A" = (aJ +bl3)" = (Z) akpnR gk,

k=0

Le terme k = 0 vaut b"I5. Pour k > 1, on remplace J* par 3¥~1.J :

A" =T+ Y (Z) akbrRghL
k=1
Donc

1 (K (n
A" =b"I5+ - 3a)"b" ") J.
i (5 ()
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En: (Z) (3a)kb"F = (3a + b)™ — b" = A" — b,

Ainsi

AT — b

A" =0b"15 + J.

Comme A — bl3 = aJ et A — b = 3a, cette formule est bien équivalente & celle de la question
précédente.

Exercice 2

On note
P(X)=ag+ a1 X +-+a, X!

et, pour k € {0,...,n — 1},

Wy = e?ikw/n
Le but est de montrer que
n—1
T P(wr)
k=1
est un nombre réel.
Q5. Exemple
Avec
j — e2i71‘/3’

on sait que les racines cubiques de I'unité sont 1, j, j2 et vérifient
XP 1= (X - 1)(X = )X —5°).
En identifiant le coefficient de X2, on obtient
1+j+5°=0.

Choisissons par exemple
P(X)=1+2X +3X2

Alors

Cela illustre bien le résultat demandé.

Q6. Polynéme caractéristique de J

On note encore J la matrice de M,,(R)

0 1 0 0
0 O 1

J = 0
0 0 0 1
1 0 0 O
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C’est la matrice de décalage circulaire :

J(xq,. .. ,xn)T = ($2,...,xn,x1)T.

On vérifie immédiatement que

Jh=1,.

Ainsi toute valeur propre A de J vérifie A" = 1.
D’autre part, pour tout k € {0,...,n — 1}, le vecteur

2 n—1\T
v = (L wg, Wi, .- wp )
vérifie
2 n—1 1\T
Jup = (Wi, Wi, - wp 5 1)1 = wiog

Les wy, sont donc toutes des valeurs propres de J.
Comme elles sont deux a deux distinctes et qu’il y en a n, ce sont exactement les racines du
polynéme caractéristique. Donc

(X)) = X" — 1|

Q7. Comparaison de A et de P(/J)

On considere la matrice circulante

ap ar a2 -+ Gp-1
Gp—-1 Go a1 -+ Qap-2
A=
a9 as (07 al
ay a as - aq

Les puissances de J réalisent les décalages cycliques successifs ; ainsi
P(J)=aoly, +a1J + -+ ap,1J" .
Or cette combinaison linéaire possede précisément pour premiere ligne
(ao, ALy e ey anfl)
et chaque ligne suivante est obtenue par décalage circulaire vers la droite. Donc

A= P(J).

Q8. Diagonalisation de J puis de A dans M, (C)

D’apres la question Q6, J a n valeurs propres distinctes wy, . . . ,wp_1 ; elle est donc diagonalisable
dans M, (C), et méme
J ~ diag(wg, w1, ..., wWn_1).

Comme A = P(J), les vecteurs propres de J sont aussi vecteurs propres de A. Si Ju, = wyvy,
alors
Avy, = P(J)vg = P(wg)vg.

Ainsi A est diagonalisable dans M,,(C) et

‘A ~ diag(P(wo), P(w1), ..., P(wn—1)). ‘
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Q9. Déduction du résultat (x)

Comme A est une matrice réelle, son déterminant est réel. D’apres la question précédente,

n—1 n—1
det(A) = [] P(wr) = P(1) I Plwr)-
k=0 k=1

Or P(1) € R puisque P est a coefficients réels.
Si P(1) # 0, on en déduit directement que

Si P(1) = 0, on utilise le fait que
wp—k =W et P(z) = P(2)

pour tout z € C, toujours parce que P a des coefficients réels. Les facteurs se regroupent donc par
paires conjugées, ce qui donne un produit réel; si n est pair, le facteur éventuel correspondant a
wy/2 = —1 est lui aussi réel.

Dans tous les cas,

n—1
I P(wr) e R.
k=1
Probléeme
On note
I=10,+o0], F =R,[X],

et I/ 'ensemble des fonctions continues f : I — R telles que
t— f(t)%e™!
soit intégrable sur I.

Q10. Question de cours : projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie. Si (eq, €1, ..., €y)
est une base orthonormale de F', alors pour tout = € F,

En effet, ce vecteur appartient a F', et

x — pr(x)

est orthogonal & chacun des e;, donc a F' tout entier.
On en déduit

n

lpr(@)|* =Y _{x, e < [l2]?,

1=0

ce qui donne 'inégalité de Bessel

n

> @ eq)? <l

=0
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Q11. Inégalité élémentaire et intégrabilité de fge™

Pour tous réels a, b,
(a—b)%>0.

En développant,
a’? — 2ab+ b* > 0.

Donc
2ab < a® + b2,

En appliquant cette inégalité a |a| et |b|, on obtient

2 2
a“+b
bl < .

Soient maintenant f,g € E. Pour tout t > 0,

F0%e + g0t

FOg(Ble < ;

Le membre de droite est intégrable sur I puisque f,g € E. Par comparaison,

t— f(t)g(t)e™

est intégrable sur I.

Q12. E est un espace vectoriel et définition d’un produit scalaire

Sif,ge FEetAeR, alors
(f +Ag)? < 2f% + 2)%¢g%

Donc
(f +Ag)%e " <2f()%™" + 2X%g(t)%e ",

et le membre de droite est intégrable. Ainsi f + Ag € F : E est bien un espace vectoriel.
On pose

(f9) = /O T Fg(t)et dt.

La question précédente assure que cette intégrale est bien définie pour tous f,g € E.
La bilinéarité et la symétrie sont immédiates. Enfin,

+oo
()= [t o

et si (f, f) =0, I'intégrande continue positive est nulle sur I, donc f = 0.
Par conséquent,

(frg) = /Om f(t)g(t)e " dt

définit un produit scalaire sur FE.
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Q13. F' est un sous-espace vectoriel de F
Soit P € R[X]. Il existe C' > 0 et m € N tels que pour ¢t > 0,
|P(t)| < C(1+t™).

Alors
P(t)%e™t < C'(1 + t*™)e ™t

pour une certaine constante C’ > 0. Or la fonction polynomiale multipliée par et est intégrable sur
[0,400[. Donc P € E.
Ainsi tout polynéme appartient a E, et en particulier

F =Ry[X] CE.

Comme F' est évidemment un sous-espace vectoriel de R[X], on conclut que

F' est un sous-espace vectoriel de F. ‘

Q14. Etude de h, et de L,
On pose

LGRS (§>(nffkﬂaﬂ—kc—1v**e—@

Donc

P n! e
WP (2) = e 3 (—1)p (i) I k.

k=0

En particulier, si p < n, tous les exposants n — k sont strictement positifs, donc

hP0)=0  (p<n).

b) Nature de L,. Pour p =n, on obtient
PREES I () Py o R0 (A 1
" = k)(n—k)! = gl

Ainsi L, est un polynéme réel. Son terme de plus haut degré est obtenu pour j =n :

(_1)71 "
n! '
Donc
, (="
L, € R[X], deg(Ly) =n, coeff. dominant = ~——.
n!
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Q15. Expression de (g, h(™) et de (g, L,)
Soit g € R[X]. On écrit
+oo
(g.h) = [ gtn) at,
0

puisque le facteur e~* du produit scalaire compense le e’ absent ici.
On integre par parties n fois. A chaque étape, les termes de bord sont nuls :

— en 0, car h%p)(O) = 0 pour tout p < n;
— en +o00, car un polyndéme multiplié par e~? tend vers 0.

On obtient donc

Comme
e
La(t) = SR,
on a
400 1 +o0
gL = [ g Latwe @t = - [ gh @ e
0 n! Jo
D’ou

(9, Ln) = (L /OH>o g™ (t)tet dt.

Q16. Produit scalaire (L;, L;) pour i < j

Supposons i < j. On applique la formule précédente avec g = L; et n =7 :

—1) ptoo . .
(Li, Lj) = ( .1,) / LY (t)the " dt.
J: 0

Or L; est de degré i < j, donc '
LY =o.

Par conséquent,

(LiLy) =0 (i<j).|

La famille (Lo, L1, ..., Ly,) est donc orthogonale.

Q17. Calcul de [,"*t"e~tdt puis de (L,, L,)

+0o0
I, = / the~t dt.
0

Une intégration par parties donne, pour n > 1,

Posons

+00 +oo
I, = {—t"e_t}o + n/ t"lemtdt = nl,_q.
0
Comme Iy = 1, on obtient par récurrence
I, =nl.

Pour calculer (L, L,), on utilise la question Q15 avec g = L, :

—1\n +oo
(Ly, L) = ( 1‘) / LM (t)tme~t dt.
n: 0
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Or le coefficient dominant de L,, vaut (—1)"/n!, donc
LMW = (=1)™.

Ainsi

—1)n +oo 1
0 n:

Donc
(Lp, L) = 1.

Q18. Base orthonormale de F' et expression de Pr(g)

Pour tout k € {0,...,n}, onamontré que Ly € F, que deg(L) = k, et que la famille (Lo, ..., Ly)
est orthonormale. Comme F' = R,,[X] est de dimension n+1, cette famille est une base orthonormale
de F.

Ainsi, pour tout g € E, la projection orthogonale de g sur F' est donnée par

n

Pr(g) =Y (g, L) L.
k=0

Q19. Convergence de Y,5(g, L,)?

La famille (L, ),>0 est orthonormale dans E. Pour tout N € N, I'inégalité de Bessel appliquée a

(Lo, ...,Ly) donne
N

> g, Ln)* < lgl*

n=0

La suite des sommes partielles est croissante et majorée; elle converge donc. On en déduit

+o00 oo
> (g, Ln)? converge et Y (g, Ln)* < |lg]I*.
n=0 n=0

Q20. Cas de g,(z) = e avec a > —1
Soit

—Qax

Jgo(z) =¢

1) Vérification que g, € E. On a

Jo (m)2e—$ _ e—(2a+1)ac.

Cette fonction est intégrable sur [0, 4o00[ si et seulement si 2a 4+ 1 > 0, c¢’est-a-dire

- 1
o> ——.
2

Donc bien

1
Jgo €EE poura>—§.
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2) Calcul de (go, L,). A partir de I'expression explicite de L,

3=0 J
on obtient
+o00o
(gons L) = / e L (t)et di
0
n ) 1 ftoo
=S (= (" 7/ e (@t q¢
=0 J/)JJo
Or

donc, avec f = a + 1,

Ainsi

3) Somme des carrés. On en déduit
+oo +oo 2 n
1 o
> (gas In)l* = =35 2 <> |
= (a+1)2 = (a+1)2

Comme « > —%, on a

o < (a+1)%
donc la série géométrique converge et
+oo
1 1
Ln)? = :
> o bl = (s ~
n= 1 —
(a+1)
_ 1
C 2a+1°
Or N )
o0
loal?= [ e s
Finalement,

+oo
Z ‘<9aan>‘2 = ”9@”2-
n=0
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