Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Correction détaillée
Mathématiques 1 — Filiere MPI — Session 2026

Remarque. Pour les questions SQL, toute requéte équivalente est bien entendu acceptée.

Exercice 1

Q1. Il suffit de sélectionner les adresses électroniques sans doublon, en excluant la promotion 2025.

SELECT DISTINCT email
FROM ELEVES
WHERE promo <> 2025;

Q2. On agreége les paiements par éleve. Comme 1’énoncé demande le montant total payé pour
chaque éléve, une jointure externe gauche est la réponse la plus robuste : elle conserve aussi les éleves
n’ayant effectué aucun paiement, avec un total nul.

SELECT e.nom,
e.prenom,
COALESCE(SUM(p.montant), 0) AS montant_total
FROM ELEVES e
LEFT JOIN PAIEMENTS p
ON p.id_eleve = e.id
GROUP BY e.id, e.nom, e.prenom
ORDER BY e.nom, e.prenom;

Q3. Deux lignes sont ici considérées comme doublons lorsqu’elles ont méme nom, méme prenom,
méme email et méme promo, mais des identifiants id éventuellement distincts. On groupe donc
selon ces quatre attributs, puis on ne conserve que les groupes d’effectif au moins 2.

SELECT e.id, e.email

FROM ELEVES e

JOIN (
SELECT nom, prenom, email, promo
FROM ELEVES
GROUP BY nom, prenom, email, promo
HAVING COUNT(x*) >= 2

) d

ON e.nom = d.nom

AND e.prenom = d.prenom
AND e.email = d.email
AND e.promo = d.promo;

Q4. On cherche les éleves qui n’apparaissent dans aucun paiement. Une jointure externe gauche
suivie d’'un test sur NULL convient.

SELECT e.id
FROM ELEVES e
LEFT JOIN PAIEMENTS p
ON p.id_eleve = e.id
WHERE p.id_eleve IS NULL;
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Exercice 11

On rappelle que

+00
Gx(t) =Y P(X =n)t".
n=0

Q5. Soit t € [-1,1]. Alors, pour tout n € N,
|P(X =n)t"| <P(X =n).

Comme
+oo
> P(X =n)=1,
n=0

la série définissant G x (t) converge absolument. Donc Gx est bien définie sur [—1,1].

Q6. Si X ~P(\) avec A > 0, alors pour tout n € N,

A"
Ainsi, pour t € [-1,1],
+o00 +o0
A At)™
Gx(t) =) e_’\—'t” = (G0 ‘) = e MM,
o n! = n!

Donc

Gx(t) = MY |

Q7. Soient X et Y indépendantes, a valeurs dans N. Pour [t| < 1, les séries définissant G x (t) et
Gy (t) convergent absolument. On peut donc former leur produit de Cauchy :

Gx(t)Gy(t) = (io P(X = k:)tk> (io P(Y = e)#) .
k=0 =0

Par la formule du produit de Cauchy,

“+o00 n
Gx )Gy (t) = <Z P(X = k)P(Y =n — k)) t".

n=0 \k=0

Or l'indépendance donne

donc . .
S PX=KPY =n-k)=) P(X=kY=n-k)=P(X+Y =n).
k=0 k=0
Ainsi,
+o00
Gx(t)Gy(t) = Z P(X +Y = n)t” = GXer(t).
n=0

On a donc bien, pour tout ¢t €] — 1, 1],

‘ Gxiy(t) =Gx(t)Gy(t) ‘
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Q8. Si X ~P(A) et Y ~ P(u) sont indépendantes, alors d’apres les questions précédentes,
Gxay(t) = Gx(t)Gy (t) = X7Vl = (A1),

Or c’est précisément la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A + . Donc

(X +Y ~POA+p))

Probléme

Partie I — Calcul d’une intégrale

Dans toute cette partie, pour = > 0, on pose

+oo .
g(x) = / T _citat,

e
oo T2 42

Q9. Fixons x > 0. Pour tout t € R,

T Git] T
x? +t2 2+ 2
Or
+o0 T t +oo
/ -7 dt = |arctan| — =7 < +00.
o X7+ T)] _ o

L’intégrale est donc absolument convergente. Par conséquent, g est bien définie sur |0, +ool.

Q10. Posons t = zu; comme x > 0, on a dt = xdu. Alors
+o0 T . +o00o eimu
= ————e"xdu = / —— du.
9(x) /_oo x? +x2u26 v oo 1 Hu? Y

Alinsi,

+00 eixu
= — du.

@< [ du=
glx)| < L TTa u=T.

On en déduit immédiatement

Donc g est bornée sur |0, +o0l.

Q11. Pour tout u € R, quand z — 0T,

e’LCE’U, 1

— )
1+ u? 1+ u?

De plus, '
ew:u

1+ u?

< 1
~ 1—|—U2’

est intégrable sur R. Le théoreme de convergence dominée donne donc

+oo 1
lim g(x) :/ du = .

et la fonction u — 1 5

+u

Ainsi,

li =T.
S, o) =
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Q12. Soit K = [a,b] C]0,+oo]. Posons
r it

q)(fI,',t) = me .

Les fonctions ®, 9,® et §2® sont continues sur K x R. On calcule

2 — 22 it
ax(b($,t) = m@l y
27 (x? — 3t2)
2 _ t
azé(x,t) = (552 T t2)3 1
Pour (z,t) € K xR,
1 1
02z < 5o <

et, en utilisant |2% — 3t?| < 22 + 3% < 3(2? + ¢?),

6z 6b
2D (z,1)| < < :
| T (SU, )| — ($2+t2)2 — (a2_|_t2)2
Les deux majorants
60
— t t— 5
2+ ° (@2 + £2)2

sont intégrables sur R. On peut donc dériver deux fois sous le signe intégral sur K. Il s’ensuit que
g € C}(K), donc comme K est arbitraire,

g € C*(]0, +00[).

Q13. Posons

x
On a
0P _ 2x(2? — 3t?) 0?P _ 22(3t2 — 2?)
52 @)= " e @)= e
Par somme,
0’pP 0’pP

Autrement dit,
sz(l',t) = —Ptt(IE,t).
D’apres la question précédente,
+00 . +00 .
J"(x) = Ppo(z,t)et dt = — Pyy(z, t)e' dt.

—00 —0o0

Intégrons par parties deux fois en ¢ sur [—A, 4] :

A A 1A A A '
/ Py(x, t)e dt = {Pt(:n,t)e”} - {z’P(:U,t)e’t} —/ P(x,t)e dt.
—A —A —A

Or, quand [t| — 400,

Plat) = — " :o(é), Pt(x,t):_%t)z:()<l>,

T2 i (22 + 2 3
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donc les termes de bord tendent vers 0. En faisant tendre A vers +o0o, on obtient
+oo . +o0 .
Py(x,t)e’ dt = — P(z,t)e dt = —g(z).
—00 —00
Par suite,

9" (x) = —(—g(z)) = g(x).

Donc g est solution de I’équation différentielle

vy —y=0 sur]0,+ocl.

Q14. L’équation différentielle y"” — y = 0 a pour solutions sur ]0, +o00[ les fonctions
y(z) = Ae® + Be™*.

Comme g est bornée sur |0, +00[ (question 10), on doit avoir A = 0; sinon le terme Ae” ne serait
pas borné lorsque z — +o0.
Ainsi,

g(z) = Be™*.

En faisant tendre = vers 0" et en utilisant la question 11, on obtient

B = lim g(x) =m.

z—0t

Donc, pour tout z > 0,

—X

g(z) = e

Partie IT — Formule sommatoire de Poisson

Dans toute la suite, on pose
1

VtER, f(t):m7

et
+00 +o0o
Vz € R, F(z)=Y_ flx+n)+>_ flz—n).
n=0 n=1

On pourra aussi écrire, lorsque cela simplifie la lecture,

Fa)= Y f(e+n).

nez
Q15. Fixons x € R. Pour n > |z|, on a
|z +n|>n— |z, |z —n|>n—|z|.
En particulier, pour n > 2|z| + 1,
n
|z £n| > 3

donc

1 4
Osflsn) =1 S

Les deux séries définissant F'(x) convergent donc par comparaison avec la série de Riemann > ,712 ;
ainsi F' est bien définie sur R.

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 5



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Ensuite,

+00 +oo
F(x—l—l):Zf(x+1+n)+2f(x+1—n)

T-Li-:oz —l—oon:1
=Y flatm)+) flz—p)=F(z).
m=1 p=0

Donc F' est 1-périodique.

Q16. Sur lintervalle [0, 1], on a pour tout z € [0, 1] et tout n > 1,
1 1
0< = < —.

De méme, pour n > 2,

1 1
O fe—n = S o

Ainsi, par le critere de Weierstrass, les séries

+o0 oo
Zf(x+n) et Zf(a:—n)
n=0 n=1

convergent uniformément sur [0, 1].

Comme chacune de leurs sommes partielles est continue, leurs sommes le sont aussi. Donc F' est
continue sur [0, 1].

Enfin, F est 1-périodique. Si zg € R, on choisit m € Z tel que g —m € [0, 1]. Alors, pour x voisin
de Zo,

F(z) = F(x —m).
Or la fonction x — = — m est continue et F est continue en xg —m € [0, 1] ; ainsi F' est continue en
xo. Comme x( est arbitraire,

‘F est continue sur R. ‘

Pour toute fonction u continue sur R et 1-périodique, on pose, pour tout k € Z,

1 .
ci(u) :/0 w(t)e 2R dt.

Q17. D’apres la question précédente, les séries définissant F' convergent uniformément sur [0, 1];
on peut donc intégrer terme a terme :

a(F) =" /0 F(t+n)e 2t gy Z/o F(t — n)e2imkt qp.
n=0 n=1

Dans la premiére somme, posons u =t + n; alors
n+1 n+1

1 ‘ ‘ '
/ f(t+ n)6—2mkt dt = / f(u)e—2z7rk(u—n) du = / f(u)6—2z7rku du,
0 n n

car e?mhn — 1,

Dans la seconde somme, avec u =t — n,

1-—n

1 . 1-n ) '
/ f(t _ n)€—27,7rkt dt = / f(u)e—ZZﬂk(u-i-n) du = / f(u)e—szrku du.
0

—n —n
En sommant toutes ces intégrales sur les intervalles [n,n + 1] pour n > 0 et [-n,1 — n] pour n > 1,
on reconstitue R. On obtient donc

+o0

en(F) = / F(t)e2mH g,

—00
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Q18. Posons m =n+ k € Z. Alors

/1 o= 2im(ntk)t gy — /1 o 2immt gy
0 0

Si m = 0, I'intégrande vaut identiquement 1, donc l'intégrale vaut 1.

Sim # 0,
1

/1 e—2i7rmt 4= 672i7rmt _ 672i7rm -1 0
0 —2imm 0 —2imm

Ainsi,

0 0, sinon.

1 ) i =
/ o= 2im(n+k)t qp — {1, sin+ k=0,

Partie I1I — Applications

Q19. D’abord,

Donc

Soit maintenant k > 0. D’aprés la question 17,

400 6—27§7rk’t
ex(F) = / dt.

oo 1 41t2
Par le changement de variable v = —t,
—+o00 eQiﬂku
)= — du.
Ck( ) /—oo 1 + U,2 Y

En comparant avec le résultat de la partie I,

+00 eixu q .
g(a:)—/_oomu—ﬂe (x >0),

on obtient, en prenant z = 27k,

cr(F) = me™2F (k> 0).

L’énoncé autorise ensuite 'utilisation de la relation admise

ch(F)=cn(F) (ke

Q20. On considére
+0o0

+oo
Gla) = Y ca(F)EPm™e 13" ey (F)e 2,
n=0 n=1

Gréace a la question précédente,

|en(F)e=2 T = |en(F)| = me ™™ (n 2> 1),

—27n

et la série géométrique ), - me converge. Par le critere de Weierstrass, les deux séries définissant

G convergent uniformément sur R.

Chaque somme partielle est continue et 1-périodique. Une limite uniforme de fonctions continues
(resp. 1-périodiques) conserve ces propriétés. Donc

’G est continue sur R et 1-périodique.
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Q21. Puisque les séries définissant G convergent uniformément sur [0, 1], on peut calculer les
coefficients de Fourier terme a terme. Pour tout k € Z,

1 .
cx(G) :/0 G(x)e 2™k dg

too 1. too 1 )
_ Z Cn(F)/ eQm(nfk)m dz + Z C_n<F)/ ef2z7r(n+k):1: dax.
n=0 0

n=1 0

D’apres la question 18, les intégrales sont nulles sauf :

— dans la premieére somme, lorsque n =k si k > 0;
— dans la seconde somme, lorsque n = —k si k < —1.

On obtient donc dans tous les cas

|e4(G) = cx(F). |

Les fonctions F' et GG sont continues sur R, 1-périodiques, et ont les mémes coefficients de Fourier.
Par le résultat admis dans 1’énoncé, on conclut que

Q22. Comme F' = G, on a pour tout x € R,
+o0 ) +o0o )
F(l‘) =47 Z e—27rne2z7mx 4 Z 6—27m6—2z7mx.
n=1 n=1
En posant r = e %™ et § = 27z, cela s’écrit
+o0 ] +oo ) +0o0
Flx)=m (1 + Z reind 4 Z T”e_m0> =7 (1 +2 Z r cos(n9)> .
n=1 n=1 n=1

Or, pour |r| < 1,

+o00 - —+00 - 1— 7“2
1 r'e’™ r'te”" = .
+nZ:1 +nZ:1 1 —2rcosf + r2

Par conséquent,

F( ) 1— 6—47r
r)=m :
1 —2e 27 cos(2mx) + e 47

En multipliant numérateur et dénominateur par e>", on obtient aussi
2 —27 .
eT—e sinh (27
F(z)=m— 5 = (2m) )
e?m™ + 72" — 2 cos(2mx) cosh(27) — cos(2mz)

Comme F(z)=>"

————— on peut reformuler le résultat final sous la forme classique
"L (z+ny2 NP d

1 sinh(2m)

Va € R _ |
rew ng 1+ (z+mn)? 4 cosh(27) — cos(27x)

Fin de la correction
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