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CCINP PSI 2026
Mathématiques — Correction détaillée

Cette correction est rédigée dans un esprit de copie de concours : calculs justifiés, transitions
explicites et résultats clairement formulés.

Exercice 1 — Un jeu de pile ou face

On pose, pour alléger les écritures, ¢ =1 — p €]0, 1].

Q1. La fonction

est de classe C* sur | — 1, 1], puisque c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas sur cet intervalle.

Montrons par récurrence sur k € N que

k!
(1 _ x)k+1 :

fO(w) =

Pour k£ = 0, c’est immédiat. Supposons la formule vraie a 'ordre k. Alors

|
(k1) (N _ 11 k2 (1)
ce qui achéve la récurrence.
Q2. Pour |z| < 1, on dispose de la série géométrique

00 1
Zx”: T2 = f(z).
n=0

On peut dériver terme a terme sur 'intervalle de convergence. Apres k dérivations,

+o0 |
n n—k _ (k)
> x [ ()
= (n—k)!
D’apres la question précédente,
n: n—k
—-1,1 —_— = .
Vk e N, Vz €] 17, E:k (n—k)!x (A= 2)f

Etude du jeu

Q3. Le joueur 1 s’arréte au premier succes. Ainsi, pour tout n € N*,
P(X =n)=q¢"""p.
Autrement dit, X suit la loi géométrique de parametre p sur N*,

Q4. Conditionnellement & I’événement {X = n}, le joueur 2 effectue n lancers indépendants et
compte le nombre de Pile. Donc
Y[ (X =n)~B(n,p).
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Par conséquent, pour n € N* et k € N,

Yk n—k .
0<k<
P(Y =k| X =n) = (kz)pq = Ee

0, si k> n.

Q5. Les événements (X = n)p>1 forment un systéme complet d’événements. Ainsi, pour tout
keN,

+o0
PY =k)=> PY =k|X =n)P(X =n).
n=1
Comme P(Y =k | X =n) =0sin <k, on peut aussi écrire

MYz@zE%MY:kLX:MMX:n)
n=~k

Q6. En utilisant les questions précédentes,
+00 400 +00
]P;(Y — 0) — Z qn qn—lp :pz q2n—1 = pq Z q2m.
n=1 n=1 m=0

Or |¢?| < 1, donc

Q7. Soit k € N*. Alors

+oo
n e
_ Z <k>pk+1q2n k 1.
n=~k

Posons n = m + k. Il vient

“+oo
_ m+k\ 5.,
P(Y:k):pk—HQk 12( A >q2
m=0

gt X (m+k)! o
Y E% mer CI

En appliquant la question Q2 avec z = ¢°, on obtient

X (m k) k!

ATv T vy 2\m A —
mz::O ml (@) (1— 2)F+1
Afnsi E+1, k-1
p gt
Comme 1 —¢?=1— (1 —p)? = p(2 — p), on en déduit
* (1 _p)k_l
keN PY =k)=
vk € ’ ( ) (2 _ p)k+l
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Exercice 2 — Une caractérisation de la fonction I

On note
o0
r(x):/ *~letdt, R
0

Existence : la fonction I' vérifie (5)
Q8. Soit z > 0. On étudie I'intégrale sur (0, 1] puis sur [1, +o0].
Au voisinage de 0. Pour t €]0,1], on a et < 1, donc

1 1
/ 1 dt = = < 400.
0 X

L’intégrale converge donc sur (0, 1].

Au voisinage de +0o. Considérons
he(t) =t*"1e 2 t>1.

La fonction hy est continue sur [1,4o00[. Si & < 1, elle est décroissante. Si x > 1,

W) =27 (21— %)

donc hy croit puis décroit ; en particulier elle est bornée sur [1, +ool. Il existe donc My > 0 tel que
" le™t = hy(t)e % < Myet? (t>1).

Comme [, e7¥/2dt converge, 'intégrale converge aussi sur [1, +ool.

Finalement, I'(x) est bien définie pour tout x > 0. De plus, I'intégrande étant strictement positive
sur |0, +o0],
I'(z) > 0.

Q9. Soit z > 0. Pour A > 0, une intégration par parties sur [0, A] donne

A A A
/ et dt = {—tl’e—t} +z / = le=t 4t
0 0 0

Or t*e~t — 0 lorsque t — +o00, et t*e~t — 0 lorsque ¢t — 0T puisque x > 0. En faisant tendre A
vers +00, on obtient
I(x+1) =al'(z).

Q10. Soient 0 <a<1<b, x € [a,b]ett>D0.
— Si 0 <t <1, alors la fonction s — t*~! est décroissante, donc

— Sit > 1, alors la fonction s — t*~! est croissante, donc

t.’E—le—t S tb—le—t — SD(t)
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Ainsi,
V(z,t) € [a,b] x RY, t" et < o(t).

Q11. Pour k € {0,1,2},
Vi) = | Int[*o(t).
Sur (0,1]. On a
1 +o00
/ | IntFea=t dt :/ uFe™ duy
0 0

apres le changement de variable t = e™“. Cette intégrale converge.
Sur [1,+oo[. Pour t > 1, on a (Int)* <t* d’ou

0 < Yp(t) = (nt)ktP—te=t < goth-le—t,

Or, d’apres la question Q8 appliquée & z = b+ k > 0, la fonction ¢ — t*T5~ e~ est intégrable sur
[1, +o00l.
Donc 9, est intégrable sur R pour k£ =0, 1, 2.

Q12. Fixons un segment [a,b] C R’ . Posons
F(x,t) =t""1le? ((z,t) € [a,b] x RY).
Pour tout ¢ > 0, la fonction z — F(z,t) est de classe C? et

oF *F

- — rz—1_—t i — rz—1_—t 2
e (z,t) =t"""e "Int, 922 (x,t) =t"" e “(Int).
Par Q10 et Q11,
oF O*F
|F(z,t)| < o(t), &U(%t)’ < Y1(t), |81:2(x’t) < a(t),

et les fonctions g, 11, 12 sont intégrables sur R .

On peut donc dériver sous le signe intégral une fois puis deux fois. Il vient, pour tout = € [a, b],
+00 +oo
IM(x) = / t* e tIntdt, IM(x) = / t* et (Int)? dt.
0 0

Comme [a, b] est arbitraire, on conclut que I est de classe C? sur R%.

Q13. Pour u,v € C%([a, 8], R), on pose

La bilinéarité et la symétrie sont immédiates. Enfin,

(u, u) = /5 w(t)?dt > 0.

«

Si (u,u) = 0, alors I'intégrale d’une fonction continue positive est nulle; on en déduit u(¢)? = 0 pour
tout ¢ € [, 8], donc u = 0. Ainsi, (-,-) est bien un produit scalaire sur C%([a, 3], R).

Q14. Fixons x > 0 et posons

up(t) = T e M2, uy(t) = In(t) t°T e /2,
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Alors
r@y:A+ wp(£)? dt, F@):A+ %@mﬂwa,lﬂ@y24+ va(t)2 dt

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [1/n,n]| puis en faisant tendre n vers +oo, on
obtient déja
(M'(2))? < T(@)I" ().

Montrons que I'inégalité est stricte. Sur le segment I = [1/2, 2], les fonctions u, et v, sont continues et
ne sont pas proportionnelles, car In ¢ n’est pas constante sur I. Donc, d’apres Q13 et Cauchy-Schwarz,

froe < () ()™

Sur J =]0, +o0o[\I, Cauchy-Schwarz donne

o= (1) (1)

()] < ' [ e +‘ [ et
1/2 1/2 1/2 1/2
<(f2) () =) ()2)
o 1/2 o 172
< </0+ ui) / </0+ v%) / = /()" (x).

Ve>0, (') <T@ ().

Par inégalité triangulaire,

Ainsi

On en déduit
()" (z) — (I'(x))?

(InT)"(z) = [(z)2

>0,

donc In oI' est convexe sur R*Jr.

En outre, d’apres Q8, I'(x) > 0 pour tout z > 0; d’apres Q9, I'(z + 1) = zI'(z) ; enfin

+o0o
(1) :/ e tdt =1.
0
La fonction I' vérifie donc bien (S5).
Unicité
On suppose désormais que f : R% — R* vérifie (5), et 'on pose

g(x) = In(f(x)).

Q15. Montrons par récurrence sur n € N que
flx+n)=z(@+1)---(x+n—1)f(z).

Pour n = 0, c’est trivial. Supposons le résultat vrai au rang n. Alors, en utilisant la relation
fonctionnelle de f,

fle+n+1)=(z+n)f(z+n)
=(@+n)z@+1)---(z+n—-1)f(x),
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ce qui achéve la récurrence.

En prenant z = 1, on obtient
fln+1)=1-2---n=nl

Par conséquent,
g(n+1)=In(f(n+1)) = In(n!).

Q16. La question précédente donne, pour tout z > 0 et tout n € N,
flx+n+1)=z(@+1)--(x+n)f(z).

En prenant le logarithme,

vz € R, Vn €N, glx+n+1)=g(x)+In(z(x+1) - (x +n)).

Q17. Soient = €]0,1] et n € N*. La fonction g est convexe. On applique le lemme avec a = n + 1.

— En prenant x1 =n et y1 = n+ 1+ x, on obtient

gn) —gn+1) gn+1+z)—gn+1)
n—(n+1) x

IN

)

soit g(n+1)_g(n)gg(:c+n+1)—g(n+1).

— En prenant xo =n+ 1+ x et ys = n + 2, on obtient

gxz+n+1)—gn+1)  gn+2)—gn+1)

< )
x - 1
soit ( 3 ( 0
z+n+1)—gn+
g - < g(n+2) —g(n+1).
Finalement,
r+n+1)—gn+1
o+ 1) — g(n) < LEFNFVZIOED 0oyt 0)
Q18. Par Q15,

gn+1)—g(n) =1Inn, gn+2)—gn+1)=In(n+1).
De plus, Q16 donne
glz+n+1)—gn+1)=g(x)+In(z(z+1) - (z+n)) —In(n!).
En reportant dans I'encadrement de Q17, on obtient

g(z) + In(z(z+ 1) (z +n)) — In(n!)

Inn < <lIn(n+1).
x
On multiplie par z > 0, puis on exponentie :
Tpl Tyl
n*n! < fla) < (n+1)*n! .
z(x+1)--(x+n) z(z+1)---(z+n)
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Le quotient du majorant par le minorant vaut ((n 4 1)/n)* — 1. Par encadrement,

] n®n!
vz €]0,1], f(ff):nglfoox(x+1)---(x+n)'

Q19. D’apres Q14, la fonction I' vérifie elle aussi (S). On peut donc lui appliquer le résultat de
Q18. Pour tout x €]0, 1],

n®n!

li .
n—too (z + 1) - ( + n)

I'(z) =

Comme la méme formule vaut pour f(z), on obtient

Vo elo1],  fx) =T(2).|

Q20. Soit z > 0. Il existe n € N et y €]0, 1] tels que z = y + n. Alors, par Q15,

f@)=yly+1)---(y+n-1)f(y)
Or, par Q19, f(y) =TI'(y), et par la relation I'(t + 1) = tI'(¢),

I(x) =yly+ 1) (y+n-1DI'Y).
Les deux quantités sont donc égales. Ainsi

f=T.
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Probléme — Etude d’une classe d’endomorphismes

On note D I’ensemble des endomorphismes vérifiant I'une des deux propriétés équivalentes de
I’énoncé.

Partie I — Deux exemples

Dans cette partie, F = Ky[X], muni de sa base canonique (1, X, X?).

Etude de u

Q21. Pour u(P) = X?P" + P', on calcule
u(l)=0, w(X)=1,  w(X?) =2X +2X2
Ainsi,

Mat(LX7X2) (U) =

o O O

1
0
0

NN O

Cette matrice est triangulaire supérieure ; ses valeurs propres sont donc 0 (de multiplicité algébrique
2) et 2.

Or
Ker(u) = {a+bX +cX? € E|b=0, ¢ =0} = Vect(1),

donc dim Ker(u) = 1. L’espace propre associé a 0 n’a donc pas la bonne dimension pour une
diagonalisation. Ainsi u n’est pas diagonalisable.

Q22. Soit P =a+ bX + cX?. Alors

u(P) = b+ 2cX + 2cX?,

puis
u?(P) = u(b+ 2cX + 2¢X?) = 2¢ + 4cX + 4cX?2
Ainsi,
w?(P)=0 < c¢=0.
Donc

Ker(u?) = {a +bX | a,b € K} = K{[X].
Ce sous-espace est stable par u, car

u(a+0X) =b € K;[X].

Q23. Cherchons un vecteur propre pour la valeur propre 2. On vérifie que
e1=1+2X +2X?

satisfait
u(er) = 2ey.

Posons en outre
€9 = 1, €3 = X.

Alors
u(ez) =0, u(e3) = ea.
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Dans la base B = (e, e, €3), on obtient donc

Matp(u) =

O O N
o O O

0
1
0

La matrice est diagonale par blocs avec un bloc de taille 1 et un bloc de taille 2. Donc

Etude de v

Q24. Pour v(P) = P’, on a

o N O

0 1
Mat(LX’XQ)(’U) = 0 0
0 0

Q25. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension 1 stable par v. Il existe alors un polynéme non
nul P et un scalaire A tels que

F=Vect(P) et v(P)=P =\P.

Si deg P > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1, ce qui est impossible puisque deg(AP) = deg(P) lorsque
A # 0. Donc nécessairement A = 0, puis P’ = 0, donc P est constant.

Ainsi, le seul sous-espace de dimension 1 stable par v est

| Vect(1) = Ko[X]. |

Q26. Soit F' un sous-espace de dimension 2 stable par v. La restriction vjp : F' — F n’est pas
injective (c¢’est un endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie), donc il existe 0 # P € F
tel que P’ = 0. Ainsi P est constant, donc

leF.
Choisissons maintenant ) € F'\ Vect(1).
— Sideg@ =1, alors F' = Vect(1,Q) = Ky [X].

— Sideg Q = 2, alors, comme F est stable, Q' € F, et Q' est de degré 1. Le sous-espace Vect(1, Q")
est de dimension 2 et contenu dans F', donc

F = Vect(1,Q") = Ky [X].

Ainsi, K;[X] est I'unique sous-espace de dimension 2 stable par v.

Q27. Dans un espace de dimension 3, un endomorphisme appartenant a D devrait admettre soit
une décomposition en trois droites stables, soit une décomposition en somme directe d’une droite
stable et d’'un plan stable.

Or, d’apres Q25 et Q26, le seul sous-espace stable de dimension 1 est Ko[X] et le seul sous-espace
stable de dimension 2 est K;[X]. Ces deux sous-espaces ne sont pas supplémentaires, puisqu’on a

KQ[X] C Kl[X]
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On ne peut donc obtenir aucune des décompositions demandées.
Ainsi,
v ¢ D.

Q28. Considérons
w=v—u.
Pour tout P € F,
w(P) =P — (X?P"+ P) = -X*P".

On calcule alors
w(1) =0, w(X)=0  w(X?) =-2X2

donc
00 O
Ma.t(LX,XQ)('LU) = 00 0
0 0 -2

Cette matrice est diagonale : w € D.

Maisonau e D, w e D et
ut+w=uv¢D.

Donc D n’est pas stable par addition. Ainsi,

D n’est pas un sous-espace vectoriel de L(E). ‘

Partie IT — Le cas des endomorphismes nilpotents

On note N I'ensemble des endomorphismes nilpotents de F, et

No={ue L(E) | u? = 0}.

Q29. Sidim E =1 et si u est nilpotent, alors sa matrice dans une base est un scalaire X tel que
A¥ = 0 pour un certain k, donc A\ = 0. Ainsi

u=0.

Q30. Supposons dim E = 2 et u # 0. Soit € E tel que u*~1(x) # 0. Montrons que la famille
(W (@), w2 (@), . ul@), z)

est libre.
Soit
aouF () + auF2(z) + - + ap_1z = 0.
En appliquant «*~1, on obtient
ap—1u"!(z) =0,

k=2 k=3 ... on obtient de proche en proche

donc ag_1 = 0. En appliquant ensuite successivement u
g—9 = Qg—3 =+ =ag = 0.
La famille est donc libre.

Q31. La famille de Q30 comporte k vecteurs libres dans un espace de dimension 2; on a donc
k < 2. Comme u # 0, on a nécessairement k # 1, donc

k=2
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Par définition de I'indice de nilpotence,

si bien que

u € No.

Q32. Soit u € DNN. D’apres la définition de D, I'espace E se décompose en somme directe de
sous-espaces stables de dimension 1 ou 2.

Sur chaque sous-espace stable de dimension 1, la restriction de u est nilpotente, donc nulle. Sur
chaque sous-espace stable de dimension 2, la restriction de u est nilpotente ; d’apres Q31, son carré
est nul.

Ainsi, sur chaque bloc de la décomposition, le carré de u est nul. Donc u? = 0 sur E, ce qui prouve

Q33. Supposons désormais u € Ns. Alors u? = 0, donc pour tout = € E,
u(u(z)) = 0.

Autrement dit,
Imu C Keru.

Sir =rg(u) = dim(Imw), le théoréme du rang donne
dim(Keru) =n —r.

Comme Imu C Ker u, on obtient
r<n-—r.

Q34. On dispose d’une base (ey,...,e,) de Imu, complétée en une base (e1,...,e,—,) de Keru.
On choisit ensuite f1,..., fr € E tels que

u(fi) =e; (1<i<r).

Montrons que la famille

]::(61,...,€n_7«,f1,...,f,«)

est libre.

Supposons
n—r T
Z ;e + Zﬁjfj = 0.
i=1 j=1

En appliquant u, et en utilisant u(e;) = 0 pour tout 4, il vient

r
Z ﬁjej =0.
j=1

Or (e1,...,ey) est libre; donc f; = -+ = B, = 0. On revient alors a

n—r
Z o;e; = 0,
i=1

et comme (eq,...,e,_,) est libre, tous les «; sont nuls.

La famille F est donc libre. Comme elle contient (n — r) + r = n vecteurs, c’est une base de E.
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Q35. Considérons la base

B = (6r+1’ <oy En—r, €1, flv <ee5 6y fr)
Dans cette base,
U(erJrl) == u(enfr) =0, u(el) =0, U(fz) =€ (1 <i< T)'
Ainsi,
On—2r
J
MatB(U) = . )
J

., (01 R .
ouJ = <0 0) apparait r fois.
Q36. La question Q32 a montré
DNN CNs.

Réciproquement, si u € Ns, la question Q35 montre qu’il existe une base dans laquelle la matrice
de u est diagonale par blocs, avec des blocs de taille 1 ou 2. Donc u € D, et bien siir u € N.

Ainsi,

No=DNN.
Partie III — Un critere d’appartenance a D

Q37. On considere ’application
¢ Ki[X]? — K3[X], (A,B) — (X —a)?A+ (X — b)°B

oua #b.

Les espaces K;[X]? et K3[X] sont tous deux de dimension 4. 11 suffit donc de montrer que ¢ est
injective.

Supposons

(X —a)?A+ (X —b)’B=0.
En évaluant en X = a, on obtient (a — b)2B(a) = 0, donc B(a) = 0. En dérivant, puis en évaluant
encore en a, on obtient (a — b)2B’(a) = 0, donc B’( ) = 0. Comme B est de degré au plus 1, cela

impose B = 0. Alors (X —a)?A =0, donc A = 0.

Ainsi ¢ est injective, donc bijective. En particulier, le polynéme constant 1 admet un antécédent : il
existe (4, B) € Ki[X]? tel que

(X —a)?A+ (X —b)’B =

Q38. Soient a,b € K distincts et x € Ker((u — aldg)?) N Ker((u — bldg)?).
D’apres Q37, il existe A, B € K;[X] tels que

(X —a)?A+ (X —b)’B =
En substituant u a X,

Idg = (u — aldg)?A(u) + (u — bIdg)*B(u).
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En appliquant cette identité a xz, on obtient
z = (u—aldg)?A(u)z + (u — bldg)?B(u)z = 0.

Donc

Ker((u — aldg)?) NKer((u — bldg)?) = {0}.

Q39. Soient z; € Ker(u — o;Idg) tels que
x1_|_..._|_x,p:(),

Fixons i € {1,...,p}. En appliquant I’endomorphisme
H(u — ayldpg)
04i
a cette relation, tous les termes s’annulent sauf le i-ieme, et il reste
(H(ai - Oég))ﬂ?i =0.
(4i

Le coeflicient est non nul puisque les «; sont deux a deux distincts. Donc x; = 0. Ceci vaut pour
tout ¢, d’ou

P
@ Ker(u — a;;Idg) est une somme directe.
i=1

Q40. Posons
E; = Ker(u — a;1dg), Fj = Ker((u — 8;1dg)?).

Supposons qu’on ait une relation

p q
Z$i+zyj:0, x; € kI, y; € Fj.

Etape 1 : annulation des z;. Pour i fixé, on applique
q
Sl(u), Sl(X) = H - Oég H X ﬁm
LF#q m=1
Alors S;(u) annule tous les xy pour £ # i, tous les y,, et

Comme S;(a;) # 0, on obtient z; = 0. Ceci vaut pour tout i.

La relation se réduit donc a

q
Z Y5 =
j=1
Etape 2 : les y; sont en fait des vecteurs propres. Pour j fixé, on applique

Tj(w),  T3(X)=(X - 3;) [T (X = Bm)*
m#j

Alors Tj(u)ym = 0 pour m # j, et

Ti(u)y; = ( 11 - ﬁm)2> (u — B;1dE)y;
m#j
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Le coefficient est non nul, donc
(u— Bildg)y; = 0.
Ainsi y; € Ker(u — 8;1dg).
On a finalement une relation entre vecteurs appartenant a des espaces propres associés a des valeurs

propres toutes distinctes (les a; et les §; sont distincts deux a deux). Par Q39, tous ces vecteurs
sont nuls. D’ou

p q
P Ker(u — a;ldg) & @ Ker((u — B;1dg)?) est une somme directe.
i=1 j=1

Q41. On considere
P

q
P=][X-a) [[(X-5))?
=1 j=1
Pour 1 <i<petl<j<gq,on écrit
P=(X-a)bh, P=(X-5)Q;, P=(X-8)°R

Montrons que la famille
B=(Pi,...,P,Q1,...,Qq,R1,...,Ry)
est libre.

Counsidérons une relation linéaire
P q q
D NP+ Q5+ Y iR =0.
i=1 j=1 j=1

— En évaluant en «;, tous les termes s’annulent sauf \; P;(«;), avec

q

Pi(ai) = [[(i — a0) T] (@i = Bm)* #0

03 m=1
On obtient donc A\; = 0 pour tout 3.

— En évalu ui ;, tou T ulent sauf v;R;(3;), av
En évaluant ensuite en §3;, tous les termes s’annulent sauf v;R;(f;), avec

=~

R;(B;) = | | (Bj — ) H (Bj — Brm)? # 0.

i=1 m#j

Ainsi v; = 0 pour tout j.

— 1II reste une relation 23:1 1;Q; = 0. En dérivant puis en évaluant en f3;, tous les termes
s’annulent sauf 11;Q’(8;). Or

Qi=(X-8)R; = Qj(B;)=R;(B;) #0
Donc pj = 0 pour tout j.

La famille B est libre.
Elle contient p + 2¢ polynoémes. Or

dim (Kp424-1[X]) = p + 2q.
On en déduit que B est une base de K,124—1[X].

Q42. On suppose désormais que le polynéme P annule u, c’est-a-dire P(u) = 0.
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Comme B est une base de K, 2,—1[X], le polynéme constant 1 s’écrit
P q q
1= NP+ Qi+ Y viR;.
i=1 j=1 j=1
En substituant © a X, on obtient
q

Idg = Z )\ZPZ(U) + Z uij(u) + Z I/J'Rj(u).

i=1 j=1 j=1
Pour tout z € F,
p q q
x = Z AiPi(u)x + Z piQj(u)x + Z viRj(u)x.
i=1 j=1

j=1
Or,
(u— o;ldg)P;(u) = P(u) =0,
donc Pj(u)z € Ker(u — a;Idg). De méme,
(u = pildp)Q;j(u) = P(u) = 0,
donc Q;(u)z € Ker(u — B;1dg) C Ker((u — B;1dg)?), et
(u— Bj1dE)?R;(u) = P(u) = 0,
donc Rj(u)z € Ker((u — B;1dg)?).
Ainsi, tout vecteur de F appartient a la somme
p q
Z Ker(u — o;ldg) + Z Ker((u — 8;1dg)?).
i=1 j=1

La question Q40 assure que cette somme est directe. On conclut donc que

P q
E = @ Ker(u — o;ldg) @ @Ker((u — Bi1dg)?).
i=1 j=1

Q43. Pour tout i, '’endomorphisme induit par u sur

E; = Ker(u — o;1dg)
est simplement a;Idg;. En choisissant une base de F;, on décompose donc E; en somme directe de
droites stables par u.

Pour tout j, posons
F}' = Ker((u — BdeE)2>, wy; = U\Fj — /BdeFj'
Alors

wJQ- = (u — /BdeE)|2F]- =0.

L’endomorphisme w; est donc nilpotent d’ordre au plus 2 sur 'espace F;. D’apres le résultat de
Q36 appliqué a F}, 'endomorphisme w; appartient a D sur Fj. Il existe donc une décomposition de
F}; en somme directe de sous-espaces de dimension 1 ou 2 stables par w;. Comme

U|Fj = ,BdeFj + wy,
ces mémes sous-espaces sont aussi stables par u.

En combinant ces décompositions avec celle de Q42, on obtient une décomposition de E en somme
directe de sous-espaces stables par u, tous de dimension 1 ou 2. Par définition,

Fin de la correction
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