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Correction détaillée
ENS — Concours 2026 — Filiere PSI

Epreuve spécifique — Mathématiques

Exercice 1

On fixe un entier n > 2.

Questions préliminaires.

1. Soit g une fonction de classe C? sur R™, soit a € R™ et soit h € R" tel que ||h|| — 0. La formule
de Taylor-Young a 'ordre 2 s’écrit

gla+h) = g(a) +dg(a)(h) + %dQQ(a)(hy h) + o([|1]]*).

En coordonnées, si Hy(a) désigne la matrice hessienne de g en a, alors

gla-+ ) = gla) + Vg(a) -h+ ZHT Hyfa)h + o(|11]?).

2. Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.

2.1.

2.2.

2.3.

Toutes les colonnes de J sont égales & la colonne (1,...,1)T, et cette colonne est non nulle.
Donc
rg(J) = 1.
Pour tout = = (z1,...,2,)" € R,
1

Jr=(x1+ -+ xp)

Ainsi,
n
ker(J) = {x eR"™: Z:UZ = 0},
i=1
qui est un hyperplan de dimension n — 1. Donc 0 est valeur propre de J et son sous-espace

propre associé est de dimension n — 1.

De plus, si u = (1,...,1)T, alors Ju = nu. Dans une base formée de u et d’une base de
ker(J), la matrice de J est diagonale, de diagonale (n,0,...,0). Ainsi 0 est valeur propre de
multiplicité algébrique

n— 1.

La matrice J est symétrique réelle, donc I, + J est symétrique réelle. Ses valeurs propres
sont obtenues en ajoutant 1 aux valeurs propres de J :

n+1 et 1 avec multiplicité n — 1.

Elles sont toutes strictement positives. Donc

I, + J est symétrique réelle définie positive.
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On peut aussi le voir directement : pour x # 0,
n n 2
2 (I, + J)x = fo + (le) > 0.
i=1 i=1
On considere maintenant la fonction f : R™ — R définie par

n n 2 n
f(a:l,...,xn):Zﬁ%—(ka) —Zxk.
k=1 k=1 k=1

On note
S=x1+ -+ x,.

3. La fonction f est polynomiale en les variables x1, ..., x,. Elle est donc de classe C*, en particulier
de classe C2, sur R".

4. Soit m = (x1,...,z,) € R™.

4.1. Pour tout i € {1,...,n},

0
8:?;- (m) =2z; +25 — 1.
4.2. Sii# j, alors
0% f 5
m) = 2.
&%ja.%‘i
En particulier,
0% f 5
m) = 2.
(9:6‘28.1‘1
4.3. Pour tout i € {1,...,n},
0% f
- =4
5. Le gradient de f au point m vaut donc
21 + 25 — 1
Vf(m) = :
2z, +25 —1
6. Un point critique a = (aq,...,ay,) vérifie, en notant A = aj + - - + an,

Vie{l,...,n}, 2a; +2A—1=0,

c’est-a-dire ,

Ainsi tous les a; sont égaux. Notons leur valeur commune c. Alors A = nc, et

c+nc:§,

donc
1

2(n+1)
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Ainsi f posséde un unique point critique :

“= (2(nl+l)"”’2(nl+1)>‘

7. Soit m € R".

7.1. D’apres les dérivées secondes calculées plus haut, la matrice hessienne de f est constante et

vaut
Him)=1|. . . . |=2,+2J

7.2. Comme J a pour valeurs propres n et 0 avec multiplicité n — 1, la matrice Hy(m) = 2I,,+2J
a pour valeurs propres

24+2n=2(n+1) et 2,

la valeur propre 2 étant de multiplicité n — 1. Donc

Sp(Hy(m)) = {2,2(n + 1)}

Plus précisément, 2(n + 1) est simple et 2 est de multiplicité n — 1.

8. La hessienne est symétrique définie positive puisque
Hy¢(m) =21, + J)

et I, + J est symétrique définie positive. Le point critique a est donc un minimum local strict.
Comme f est une fonction quadratique et que sa hessienne est définie positive partout, ce
minimum est méme global strict.
1
Calculons sa valeur. On a, pour a; = ————,
POME i = 5 1)

n

9 n n

& — - 0 t P —
Zaz An+12  © 2 2(n+ 1)
=1

=1
Donc
n n? n
)= o Y ims 2 25 D)
_n(n+1)  2n(n+1)
S A4(n+1)2 4(n+1)2
B n
4(n+1)
Ainsi
f admet en @ un minimum local strict, de valeur — B L—
4(n+1)
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Exercice 2

On considere la fonction

f:m»—>ln(1—:;>.

La suite réelle (v, )nen est définie, lorsque cela est possible, par

vo € [—1,1], Unt1 = f(vn).

1. Etude de la suite (v,)nen.

1.1. Sur [-1,1],ona 1 —x/2 > 0, donc f est bien définie et dérivable. De plus

1.2,

1.3.

1.4.

~1/2 1
/ — —_ —
P =1y m~ 3= <"
La fonction f est donc strictement décroissante sur [—1, 1].
On calcule 3 )
11—1):1n<>, fu):1n<)::—4n2

2 2
Ainsi
Donc

3
2

f([=1,1]) = [— In2,1n (;’)] :
)

a=—In2, bzln(

On vérifie que

—-1<-In2<0 et 0<ln<3><1.

2
En effet In2 < 1 et In(3/2) < 1. Donc

[a,b] c] —1,1[.]

Comme vy € [—1,1], on a

v1 = f(vo) € f([=1,1]) = [a, b].

Or [a,b] C [-1,1], donc ve = f(v1) est bien défini et appartient encore a [a, b] car f([—1,1]) =

[a, b].
Par récurrence, pour tout n € N*, v,, est bien défini et

v, € [a, bl.

Pour z € [a, b],
1
)| —
/@) = 5o

Comme z <b<l,ona2—x>2—>b>1. Ainsi

@)l < 5 <1

Il suffit donc de choisir

1 1
k= " 3 A0
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1.5. Pour n > 2, on a v, € [a,b] et 0 € [a,b]. Comme f(0) = 0, I'inégalité des accroissements
finis donne

vnl = [f(vn-1) = f(0)] < K|vn—1 — 0.

Donc

Vn>2,  foa| < kloaal |

1.6. En itérant I'inégalité précédente, pour tout n > 1,
V1] < E*fosl.

Comme 0 < k < 1, on a k™ — 0. Donc v, — 0. Ainsi

‘ (vp) converge vers 0. ‘

2. Etude d’une série de fonctions.

On définit, pour z € [-1,1],

up(z) = =z, Un+1(z) = In (1 — ;un(ac)> = f(un(x)).

Pour tout = € [—1, 1], la suite (un(7))nen est exactement la suite précédente avec vy = x. Les
résultats obtenus donnent donc, pour tout x € [—1, 1] et tout n > 1,

up(z) € [a,b].

De plus, pour tout n > 2,
[un ()| < klup—1()|.

En particulier, par récurrence, pour tout n > 1,
[un(@)] < K" Hua ().
Or u(z) € [a,b], donc
lui(x)| < M, M = max(|al,|b]) = In2.
Ainsi, pour tout x € [—1,1] et tout n > 1,
|un ()] < MEL.

La série numérique >, ~; M k"~! converge puisque 0 < k < 1. Par le critére de Weierstrass, la
série de fonctions
> un

n>1

converge uniformément sur [—1,1].

Z uy, converge uniformément sur [—1, 1].
n>1
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Exercice 3

Soit n > 3 et E,, = R,[X]. Pour tout k € {0,...,n}, on pose
Py(X) = X",
On considere 'application ® définie par

®(P) = (X2 -=1)P)" = (X2 —1)P" +4X P +2P.

1. L’application P + (X2 —1)P est linéaire, et la dérivation seconde est linéaire. Donc ® est linéaire.

Si P € E, et degP =d <mn,alors (X? —1)P est de degré au plus d + 2, donc sa dérivée seconde
est de degré au plus d < n. Ainsi ®(P) € E,,.

Donc
o e L(E,).
2. Pour k €{0,...,n},
Pi=kx*1 P =k(k—1)X"2,
avec la convention naturelle que le terme est nul lorsque £ = 0 ou k = 1. Ainsi
O(Py) = (X2 = D)k(k — 1)X*2 44X kX! +2x*
= (k(k — 1) + 4k + 2) X* — k(k — 1) X*~2
= (k+1)(k+2)X* —k(k—1)X*2,

Donc

[®(Py) = (k + 1)k + 2)P — k(k — 1)P_s)]

le second terme étant nul pour £ =0, 1.

3. Dans la base B = (P, Pi, ..., P,), la matrice M de ® est triangulaire supérieure. Ses premieres
colonnes sont
2 0 _02
0 6
12
C\’1 = |0 ) 02 =10 ) 03 - 0
0 0 :
0
Plus généralement, si j € {3,...,n 4+ 1}, alors la j-iéme colonne correspond & Pj_; et vaut

Cj=—( = 1)(j = 2)ej2+3( + ey,

ou (e1,...,ens1) désigne la base canonique de R™+1,

Autrement dit, avec I'indexation matricielle usuelle a partir de 1, les seules entrées non nulles sont

mi;=jG+1) (<j<ntl),  myjpe=-50+1) (A<j<n-1).

Toutes les autres entrées sont nulles.
4. Comme M est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux :

M= (k+1)(k+2), kel0,....n)
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La suite (Ag) est strictement croissante car
Mer1 — A= (k+2)(k+3)— (k+1)(k+2)=2(k+2) > 0.

Donc ® admet n 4 1 valeurs propres deux a deux distinctes :

Mo=2<A\=6<- <A =(n+1)n+2)]|

5. Le déterminant de ® est le produit des valeurs propres, c’est-a-dire

n

det(®) = [J(k + 1)(k +2),
k=0

qui est non nul. Donc

‘(I> est un automorphisme de F,,. ‘

6. Puisque FE,, est de dimension n + 1 et que & admet n + 1 valeurs propres distinctes, ® est
diagonalisable.

Chaque sous-espace propre est de dimension 1 : en effet, la somme des dimensions des sous-espaces
propres vaut n + 1, et chacun est de dimension au moins 1. Ainsi

dim E), (®) =1 pour tout k € {0,...,n}.

7. Soit k € {0,...,n} et soit T un vecteur propre associé a Aj.

7.1. Notons d = degT et ¢ le coefficient dominant de T'. Alors le coefficient dominant de ®(7")
est
c(d+1)(d+ 2).

Comme ®(T") = A\, T, on obtient
c(d+1)(d+2) = cA.

Comme ¢ # 0,
(d+1)(d+2)=(k+1)(k+2).

La fonction r — (r 4+ 1)(r 4 2) est strictement croissante sur N, donc d = k. Ainsi

7.2. Posons Q(X) = T(—X). L’application de parité P(X) — P(—X) commute avec ®, car
X2 —1 est pair et la dérivation seconde compense les signes de dérivation. Plus explicitement,

Donc
D(Q)(X) = MT'(—=X) = MQ(X).
Ainsi
‘Q est aussi un vecteur propre associé a Ag. ‘
8. Pour chaque k € {0,...,n}, le sous-espace propre associé a A\ est une droite, et tout vecteur

propre non nul associé a A est de degré k. Il existe donc un unique vecteur propre monique de
degré k; on le note Q.
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10.

11.

12.

Comme les \; sont distinctes, la famille (Qo, ..., Q) est une base de E,, constituée de vecteurs
propres de .

Montrons la propriété de parité. Le polynéme Q(—X) est propre pour la méme valeur propre Ay
et son coefficient dominant vaut (—1)*. Donc (—1)*Qj(—X) est monique, de degré k, et propre
pour Ag. Par unicité,

(—1)* Qr(—X) = Qu(X),

ce qui équivaut a

Qr(—X) = (-1)*Qx(X).

. On déduit immédiatement que Q. est pair lorsque k est pair et impair lorsque k est impair.

‘Qk a la méme parité que k. ‘

Pour tout j € {0,...,k}, le polynéme @; est monique de degré j. La matrice de la famille
(Qo, ...,Qr) dans la base (1,X,...,X") est donc triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale. Elle est donc inversible.

Ainsi

‘(Qg, ..., Q) est une base de Rk[X].‘

CalCUlOHS Q07 Q17 Q27 Q3'

On a directement

‘QOZL Q1=X~‘

Le polynoéme Q9 est pair, monique, de degré 2, donc Qo = X2 + c. Or Ay = 12. Ainsi
O(X?+c)=12X% -2+ 2¢

et on impose
12X%2 - 24 2c=12(X% +¢).

1
Donc 2¢ — 2 = 12¢, d’ot1 ¢ = —5 Ainsi

1
Q2:X2—g-

Le polynoéme Q3 est impair, monique, de degré 3, donc Q3 = X3 + aX. Or A3 = 20. Ainsi
B(X3 4 aX) =20X3 - 6X + 6aX,

et on impose
20X°3 4 (6a — 6)X = 20(X> + aX).

Donc 6a — 6 = 20a, d’ou a = —; Ainsi

Q3 = X3 — %X.

On définit .

(P1Q) = [ (a-APOQ®d.

-1

Cette application est bilinéaire et symétrique par linéarité de I'intégrale et symétrie du produit.
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13.

De plus,
1
(Pun:/'u—ﬁﬁwﬁﬁzo
—1
Si (P | P) =0, alors la fonction continue (1 —t2)P(t)? est positive et d’intégrale nulle sur [—1,1].

Elle est donc identiquement nulle. Sur | —1,1[, on a 1 —#2 > 0, donc P(t) = 0 pour tout ¢t €] —1,1].
Un polynoéme nul sur un intervalle infini est nul.

Donc

‘ (- | -) est un produit scalaire sur E,. ‘

On munit désormais F,, de ce produit scalaire.

13.1. Soient P,Q € E,. Posons

Alors A(—1) = A(1) = B(-1)=B(1) =0et

o(P)(t) =A"(t),  2(Q)(t)=B"().

1
(®(P)| Q) = - / AWBE L,

et
(P|®(Q / A(t)B' (¢

Or, par deux intégrations par parties,

1 1 1
/ A"B = [A'B)}, —/ A'B = —/ A'B,
-1 -1 -1
1
/ AB" = [ABL / AB = / A'B
-1

(@(P) | Q) = (P|2(Q)).

car B(£1) =0, et

car A(+1) = 0. Donc

Ainsi

‘CD est un endomorphisme symétrique de (E,, (- | -)). ‘

13.2. Soient i # j. Alors
(2(Q:) | Q5) = XNi(Qi | @j),

et, par symétrie de P,

(2(Qi) | Q) = (Qi | 2(Q))) = Nj(Qi | Qj)-

Donc
(N = A)(Qi | Q) =0
Comme \; # \j, on obtient
(Qi | Q) =0

Ainsi

‘L{ = (Qo, ..., Qn) est une base orthogonale de E,,.
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14. Soit j € {1,...,n}. D’apres la question 10, la famille (Qo,...,Q;—1) est une base de R;_;[X].
Donc tout S € R;_1[X] s’écrit

j—1
S = Z CVZQZ
i=0
Par orthogonalité de la base U,
j—1
(S1Q) =) ai(Qi| Q) =0.
i=0

Donc

VS e Rj_l[X], (S ’ Q]) = 0.
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Exercice 4

Dans tout I'exercice, on confond un polynoéme et sa fonction polynomiale associée.

Questions préliminaires.

1. Soit P € R[X] de degré impair. Notons d son degré et ay son coefficient dominant. Lorsque
r — +00,
P(x) ~ aqz?,

tandis que lorsque x — —oo,
P(x) ~ aqz?.

4 en 400 et en —oo ont des signes opposés. Donc P prend

Comme d est impair, les quantités aqx
des valeurs de signes opposés pour x assez grand positif et x assez grand négatif. Par continuité

et théoreme des valeurs intermédiaires, P possede au moins une racine réelle.

Tout polynome réel de degré impair possede une racine réelle.

2. Les racines complexes de X' — 1 sont les racines onziémes de I'unité :

2k
Ck:exp( Zﬂ”), k=0,1,...,10.

3. Pour X #1,
2 o _ X'"-1
1+ X +X24+...+0X = -

Les racines de 1 + X + - - - + X19 sont donc les racines onziémes de I'unité différentes de 1 :

2ik
exp( ;f), k=1,2,...,10.

Aucune n’est réelle : les seules racines de I'unité réelles sont 1 et —1, mais 1 est exclue et —1 n’est
pas racine onzieme de I'unité.

On considere deux variables aléatoires U et V correspondant aux résultats de deux dés a six faces,
numérotées de 1 a 6, pas forcément équilibrés. On suppose que les lancers sont indépendants et que
chaque face possede une probabilité non nulle d’apparition. On pose

S=U+V.

4. Comme chaque face a une probabilité non nulle,

(U(Q) = V() ={1,2,3,4,5,6}.|

Par indépendance et positivité des probabilités de chaque face, toutes les sommes de 2 & 12 ont
une probabilité non nulle. Ainsi

15(92) ={2,3,...,12}.|

On suppose désormais que S suit une loi uniforme sur {2,3,...,12}.
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5. Pour une variable aléatoire entiere finie X, on note
Gx(t) = E(tY).

Comme S est uniforme sur les 11 valeurs 2,3,...,12, on a

IRRE: 2 10
Gs(t) = =Y th=_—3"t"
s(t) 11;::2 11;:%

Donc

2

t
Gs(t):ﬁ(1+t+t2+---—|—t10).

6. D’apres la question précédente, les racines de Gg sont :

0 avec multiplicité 2,

ainsi que les racines de 1 4+t + - - - 4+ 10, c’est-a-dire
2ikm
k=1,2,...,10.
eXp ( 11 > ) Y Y

En particulier, Gg ne possede aucune racine réelle non nulle.

7. Posons
pi =PU =1) >0, g =PV =1) >0, 1=1,...,6

Alors

Guy(t) = pit +pat? + - 4 et = tQ(t),
avec

Q(t) = p1 + pat + -+ - + pet°.

De méme,

Gy (t) = qit + qot* + -+ + q6t® = tR(t),
avec

R(t) = qu + qat + -+ + qet”.

8. Les polynoémes Q) et R sont de degré 5, car pg > 0 et gg > 0. Ils sont donc de degré impair.
D’apres la premiére question préliminaire, chacun possede au moins une racine réelle.

De plus,
Q(0) =p1 >0, R(0) =q1 >0,

donc ces racines réelles ne sont pas nulles.

9. Comme U et V sont indépendantes,
Gs(t) = Guiv(t) = Gu(t)Gy (t).

En utilisant les écritures précédentes,
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10. D’apres la question 8, @ ou R posséde une racine réelle non nulle; en réalité, chacun en possede

11.

au moins une. Soit o € R* une racine réelle de (Q ou de R. Alors, d’apres

Gs(t) = PQ(R(1),
ona Gg(a) =0.

Ainsi Gg possede une racine réelle non nulle. Or, d’apres la question 6, les seules racines de Gg
sont 0 et les racines complexes non réelles de 1+t + - - - + t19. Contradiction.

Donc la supposition encadrée est fausse :

S ne peut pas suivre une loi uniforme sur {2,...,12}. ‘

Il n’est donc pas possible de truquer deux dés a six faces, avec des probabilités strictement
positives sur chaque face et des lancers indépendants, de telle sorte que la somme des deux
résultats suive une loi uniforme.

Une telle construction est impossible.
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