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Solutions périodiques d’équations différentielles

Corrigé détaillé

Partie 1 — Résultats généraux

Question 1.
On pose B(H) = S(H) N B(R,R).

L'espace S(H) est un sous-espace vectoriel de C?(R,R) : équation (EH) est linéaire homogene,
donc la fonction nulle est solution, et toute combinaison linéaire de solutions reste solution. L’espace
B(R,R) est aussi un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions de R dans R : la fonction nulle
est bornée, et [|Af 4 ugll < [A] [ + [ul [lg]l-

L’intersection B(H) est donc un sous-espace vectoriel, et il est inclus dans S(H). Par conséquent,
B(H) est un sous-espace vectoriel de S(H).

Question 2.
Soit f € B(FE). On pose g = f — fo. Alors :
9" +bg=("+bf) = (ff +bfo) =c—c=0,

donc g € S(H). De plus, g est bornée comme différence de deux fonctions bornées. Ainsi g € B(H)
et f=fot+g.

Réciproquement, soit g € B(H) et posons f = fo + g. Par linéarité, f” +bf = ¢+ 0 = ¢, donc
f € S(E). La fonction f est bornée comme somme de deux fonctions bornées, donc f € B(E).

On a bien montré : B(E) = fo+ B(H).
Question 3.

Soit f € S(E). La fonction T(f) est de classe C? par composition. Pour tout = € R, T(f)'(z) =
f(x+2m) et T(f)(z) = f"(z + 27).

En utilisant la 27-périodicité de b et ¢ :
T(f)" (z) +b(x)T(f)(x) = f"(x + 27) + b(x + 27) f(z + 27) = c(z + 27) = c(z).
Donc T'(f) est solution de (E).

Question 4.

On pose h(z) =T(f)(z) — f(z) = f(z + 27) — f(z).

D’aprés la question 3, T'(f) est solution de (E) ; comme f lest aussi, h = T(f) — f est solution de
(EH) par soustraction.

Les hypothéses donnent h(0) = f(27) — f(0) =0 et K’ (0) = f'(2w) — f/(0) =0

L’équation (FH) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients continus sur R. Le
théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire garantit I'unicité de la solution sur R pour des conditions
initiales données en 0. La fonction nulle vérifie (EH) avec ces conditions initiales nulles, donc h est
identiquement nulle.
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Ainsi, pour tout z € R, f(z + 27) = f(z) : f est 2m-périodique.

Partie 2 — Un exemple a coefficients constants
Question 5.
Pour fo(x) =dcosz, on a f{/(x) = —dcosz, d’ou :

V(2) + w?fo(z) = (—d + w?d) cosz = d(w* — 1) cos z.

Pour que fy soit solution de (E), on impose d(w? — 1) = 1, ce qui donne :

1

d= ——
w?—1

(cette valeur est bien définie car w # 1).

L’équation caractéristique de (EH) est r2 4+ w? = 0, de racines Fiw. Les solutions de (EH) sont les
fonctions de la forme « cos(wz) + B sin(wz).

On cherche u(x) = acos(wz) + Bsin(wz) avec u(0) = 1 et v/ (0) =0 : on trouve a =1, 3 = 0.

De méme pour v : v(0) = 0 donne o = 0 et v/(0) = 1 donne fw = 1, soit f = 1/w.

Question 6.
D’aprés la question 2 et les questions précédentes :
cos T

S(E) = {uﬁ—l + Acos(wz) + gsin(wx), (A,B) € RQ} .

Toute fonction de cette forme est combinaison linéaire de cosz, cos(wz) et sin(wz), qui sont toutes
bornées par 1. Toutes les solutions de (F) sont donc bornées :

Question 7.

Soit f une solution périodique de (E) de période T > 0.

Pour tout z € R, f(z + T) = f(z), donc en dérivant deux fois, f"(x +T) = f"(z).
En écrivant (E) en z + T :

fla+T)+?flz+T)=clx+T),
soit f"(z) + w?f(z) = cos(x + T). Comme f vérifie aussi f”(z) + w?f(z) = cosx, on obtient :
cos(x +T) = cosx pour tout = € R.

Cela impose T' € 2nZ. Comme T > 0, il existe k € N* tel que T' = 2k7.
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Question 8.

Posons T' = 2kn. La fonction fy est 2m-périodique, donc fo(x+T) = fo(x) pour tout z. La périodicité
flx+T) = f(z) se traduit par :

Alu(z +T) — u(z)] + Blv(z + T) — v(z)] =0 pour tout = € R.

Calculons :

u(x +T) — u(z) = cos(wz + 2kmw) — cos(wx)

= cos(wz) [cos(2kmw) — 1] — sin(wz) sin(2kmw).

v(z+T) —v(z) = —[sin(wz + 2kTw) — sin(wz)]

El—&|r

[Sin(wx) (cos(2kmw) — 1) + cos(wz) sin(2k7rw)} .

En regroupant selon cos(wz) et sin(wx) :

Alu(z+T)—u(x)]+Bv(z+T)—v(x)] = cos(wz) [A(cos(rirw)—l) + M}

w

+ sin(wx) {—A sin(2kmw) + M} _

w

Les fonctions cos(wz) et sin(wzx) sont linéairement indépendantes sur R (puisque w # 0). L’égalité
doit donc étre vraie coefficient par coefficient :

(cos(2kmw) — 1) A + WB =0,

w
—wsin(2kTw)A + (cos(2kmw) — 1) B = 0.

(la deuxiéme ligne s’obtient en multipliant par w pour simplifier).

Question 9.

Le déterminant de M vaut :

sin(2k7w)
w

= (cos(2kmw) — 1)2 + sin?(2kmw)

= cos?(2kmw) — 2 cos(2kmw) + 1 4 sin?(2knw)

= 2 — 2cos(2knw) = 4sin®(knw).

det M = (cos(2knw) — 1)2 - - (~wsin(2kmw))

Supposons w ¢ Q. Pour tout k € N*| kw ¢ Z, donc krw ¢ nZ, donc sin(knrw) # 0, donc det M # 0.

Le systéme est alors de Cramer et admet pour unique solution A = B = 0. La solution périodique
f vaut donc fy. Ainsi fo est 'unique solution périodique de (F).

Question 10.

Supposons w = p/q avec p,q € N*. Posons T = 2q.
e La fonction fo(z) = cosz/(w? — 1) est 27m-périodique, donc T-périodique.

e Pour u et v, on vérifie : WT = (p/q) - 2qm = 2p7 € 27Z, donc cos(w(x + T)) = cos(wz + 2p7) =
cos(wz) et de méme pour sin.

Toute solution f = fo+ Au+ Bv est donc T-périodique : T' = 2q7 est une période commune a toutes
les solutions de (E).
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Partie 3 — Unicité lorsque b est négative
Question 11.
Soit g une solution de (FH) : ¢" = (1 + cosx)g.
La fonction g2 est de classe C2, et :
(9°)" = (299") = 2(9)* + 299" = 2(¢')* + 2(1 + cos x)g”.
Comme 1+ cosz > 0 et 92 >0, o0n a (92)” > (0 sur R. La fonction g2 est donc convexe.
Question 12.

Soit g € B(H). La fonction g? est convexe (question 11) et bornée (puisque g I'est). Si g% n’était pas
constante, le résultat admis affirmerait qu’elle n’est pas majorée, ce qui contredit le caractére borné.
Donc g2 est constante : il existe ¢ > 0 tel que ¢g?(x) = ¢ pour tout .

Sic =0, g est identiquement nulle.

Si ¢ > 0, la fonction g est continue, ne s’annule pas et vaut 4+/c ; par continuité, g est constante,
égale a /c ou —/c. Alors ¢” = 0 et l'équation (FH) donne —(1 4 cosz) g(z) = 0 pour tout x.
Comme g # 0, il vient 1 + cosz = 0 pour tout x, ce qui est faux (par exemple en x = 0).

Le cas ¢ > 0 est donc exclu, et g = 0. La fonction nulle est 'unique solution bornée de (EH).
Question 13.

Soient fi, fa deux solutions bornées de (E). Leur différence g = f1— f2 est solution de (FH) (linéarité)
et bornée (différence de bornées), donc nulle d’aprés la question 12. Ainsi f1 = fo : (F) admet au
plus une solution bornée.

Question 14.

Supposons que (E) admette une solution bornée f. La question 3 fournit une autre solution de (E),
a savoir T'(f) : x — f(x 4 27). Cette fonction est bornée car f l'est, avec la méme borne.

D’aprés la question 13, T(f) = f, c’est-a~dire f(x 4+ 27) = f(x) pour tout x € R. Donc f est
2m-périodique.

Partie 4 — Existence d’une solution périodique

Question 15.

La relation de récurrence donne, pour tout n > 2 :

1
(n*+1)a, = —§(an+1 +an-1),

d’otll, en majorant par la borne M :

1
(n2 +1) |an| < 5(“%-&-1‘ + ‘an—lD < M.

M
n24+1

Ainsi, pour n > 2, |a,| <

La majoration |a,| < M/(n? + 1) et la convergence de la série de Riemann Y 1/n? entrainent par
comparaison la convergence absolue de ) a,.
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Pour la seconde série, écrivons & partir de la méme relation :

9 1
na, = —a, — §(an+1 + an—l) pour n > 2,

d’ou :
) 1 1
In“an| < lan| + §|an—1| + §|an+1|'

Les trois séries Y |an|, Y |an—1| et > |ant+1] convergent (les deux derniéres par décalage d’indice).
Par comparaison, > n?a, converge absolument.

Question 16.

Régularité de g. Pour tout n > 1, on a |a,sin(nz)| < |a,| et > |ay| converge, donc la série
> ap sin(nzx) converge normalement, donc uniformément, sur R. La fonction ¢ est ainsi deéfinie et
continue sur R.

2
L’inégalité 2n < 1+ n? pour n > 1 donne n|a,| < W ; donc >_n|a,| converge absolument.
La série dérivée terme a terme > na,cos(nz) converge alors normalement sur R, et de méme
> n%a, sin(nx) converge normalement.

Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique deux fois : g est de classe C? sur R, avec
(o) o, ¢]
g (x) = Z n a, cos(nx), g"(x) = — Z n?a, sin(nzx).
n=1 n=1

Calcul de L(g) = ¢" — (1 +cosz)g. On a :

o0

g"(z) —g(x) = — Z:(n2 + 1) ay, sin(nz).

n=1

Pour cos(z) g(z), on utilise cos(z) sin(nz) = 1 [sin((n+1)z)+sin((n—1)z)] ; la convergence normale
autorise ’échange somme-multiplication :

cos(z) g(x) = % Z an [sin((n + 1)z) + sin((n — 1)z)].
n=1

Le terme sin(0) = 0 pour n =1, donc :

1 — 1 & 1
cos(z) g(z) = 3 Z ap—1sin(nz) + 3 Z ap+1 sin(nz) + 302 sin(x).
n=2

n=2
Le terme isolé Sagsinz provient du décalage qui place ag en face de sin(1 - x).
3 g
On obtient ainsi, en regroupant :

o0

gd"(x) — (1 +cosz)g(z) = — (2@1 + %) sin(z) — Z |:(7’L2+1)an + Mzanfl]sin(mc).

n=2
Identification. Pour n > 2, le coefficient entre crochets est nul d’aprés la relation (n? + 1)a, +
%(anJrl + anfl) =0.
Pour le terme en sin(x) : la relation 4a; + az = —2 donne —(2a; + a2/2) = —(4a; + a2)/2 = 1.

Conclusion : ¢"(z) — (1 + cosz)g(x) = sinz, c’est-a-dire g est solution de y” — (1 + cosz)y = sinz.
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Question 17.

La famille (sq,...,sy) engendre Py par définition. Montrons qu’elle est libre via un calcul d’orthog-
onalité.

Calcul préliminaire. Pour n,m € N* avec n # m :

2m ) ) B 1 27 B
/0 sin(nt) sin(mt) dt = 2/0 [cos((n — m)t) — cos((n+m)t)] dt =0

(car les entiers n — m et n 4+ m sont non nuls).

Pourn=m>1: f027r sin?(nt) dt = 027r 17%(2"0 dt = .

Liberté. Soit (81,...,Sn) tels que Z]kvzl Brsx = 0. Pour chaque n € {1,..., N}, en multipliant par
sp, et en intégrant sur [0, 27, Porthogonalité donne :

27
ﬁn/ si(t) dt =0, soit B,m=0,
0

d’ou 3, = 0.
La famille (s1,...,sy) est donc libre, et c’est une base de Py.

Question 18.

Pour tout n>1:

L(sp)(z) = s (x) — (1 + cosz)sp(x) = —n?sin(nz) — (1 + cos ) sin(nz)

= —(n? 4 1) sin(nx) — cos(z) sin(nz)
= —(n?+1)sp(z) — %[sin((n + 1)z) + sin((n — 1)z)]
1 1

= —(n2 +1) s, — §5n+1 3 Sn—1-

(avec la convention sg = 0 pour n = 1). On retient :

L(sp) = —(n*+1)s, — %Sn+1 — %Sn—l

Question 19.

L envoie P dans P. L’application L est linéaire (somme de l'opérateur de dérivation seconde et de
la multiplication par —(1+cosz)). Pour tout n > 1, L(s,,) est combinaison linéaire de s,_1, Sy, Sn+1
(avec sp = 0), donc L(sy) € P. Par linéarité, L(P) C P. Donc L est un endomorphisme de P.

Injectivité. Soit p € P tel que L(p) = 0. Alors p est solution de (FH) : 3" — (1 + cosz)y = 0.
Comme p € P est combinaison linéaire finie de fonctions sin(nz), p est bornée sur R. La question
12 donne p = 0. L’endomorphisme L est donc injectif.

s1 ¢ Im(L). Par ’absurde, supposons l'existence de p € P tel que L(p) = s1. Comme p € P, il existe
N > 1 tel que p € Py : on écrit p = 22;1 Bnsn avec By # 0 (sinon on diminue N).

D’apreés la question 18, le coefficient de syy1 dans L(sy,) vaut —1/2 sin = N, et 0 si n < N. Donc
le coefficient de syy1 dans L(p) =Y BnL(sy) vaut —fn/2.

Or, dans la base (s1,...,Sn+1) de Pyy1, 'élément s1 a un coefficient nul devant sy41 dés que N > 1.
Comme L(p) = s1, on doit avoir —8x/2 = 0, soit Sy = 0 : contradiction.

Donc s; ¢ Im(L).
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Question 20.

Soit N > 1.

Inclusion L(Py)+ P1 C Pyyi1. Pour n € {1,..., N}, L(s,) est combinaison de s,_1, Sp, Sp+1, qui
sont dans Py41 (car n+1 < N + 1). Par linéarité, L(Py) C Pny1- Et P1 C Pnga.

La somme est directe. Soit f € L(Py) NPy : f = L(p) pour un certain p € Py, et f = asy pour
un a € R. Si a # 0, alors s; = L(p/a) € Im(L), ce qui contredit la question 19. Donc a = 0 et

f=o.

Egalité par dimensions. L'endomorphisme L est injectif sur Py, donc dim L(Py) = dim Py = N
(la famille (s1,...,sn) étant une base de Py d’aprés la question 17). Comme la somme est directe :

dim(L(PN) D 731) =N+1=dimPn41.
L’inclusion L(Pyn)@®P1 C P41 et Iégalité des dimensions donnent finalement L(Py) @& P1 = Pyy1-
Question 21.

Soit ¢ € P. Il existe N € N* tel que ¢ € Py, donc ¢ € Pyy1.

D’aprés la question 20, Pyy1 = L(Pn) @ P1. On peut donc écrire ¢ = L(p) + sy avec p € Py et
aeR.

D’apreés la question 16, la fonction g est solution de L(g) = s1. Posons f = p + ag : par linéarité,
L(f) = L(p) + aL(g) = L(p) + as1 = c.

Donc f est solution de (F).

La fonction p, combinaison linéaire finie de sinus de pulsations entiéres, est 2m-périodique. La fonc-
tion g est aussi 2m-périodique : elle est limite uniforme sur R de la suite des sommes partielles
gn(z) = 25:1 an sin(nz), qui sont toutes 2w-périodiques, donc g 'est aussi. Ainsi f = p + ag est
2m-périodique, et bornée (somme de borneées).

L’équation (E) admet bien une solution périodique.

Partie 5 — Un théoréme général

Question 22.

Construction de H. Posons H = Vect(fy) + B(H).

L’espace B(H) est un sous-espace vectoriel de S(H) (question 1). Or S(H) est de dimension 2
(théoreme de structure des solutions d’une équation linéaire d’ordre 2 a coefficients continus), donc
B(H) est de dimension < 2. Avec la droite Vect(fy) : dimH < 3.

L’espace H est inclus dans B(R,R) : fp est bornée par hypothese, et B(H) C B(R,R).

A CH.Sife A, alors f € B(E) = fo+ B(H) (question 2), donc f = fo + g avec g € B(H), et
feH.

A non vide. On a fy € B(E) et || fo|| = Moy, donc fy € A.
A bornée. Par définition méme : A C {f € H, || f|| < Mo}, qui est borné.

A fermée dans H. Soit (f,) une suite d’éléments de A qui converge vers f dans H. L’espace H
étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes, et on peut le munir de la norme
infinie : f,, — f uniformément sur R.

Pour tout n, || fu|| < My, donc a la limite ||f]| < Mj.
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Reste a voir que f € B(E). Ou écrit f,, = fo+ gn avec g, € B(H) ; alors g, — f — fo uniformeément.
Or B(H) C S(H) qui est de dimension < 2, et tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un
espace vectoriel normé est fermé. Donc f — fo € B(H), et f = fo+ (f — fo) € B(E). Avec || f|| < Mo,
on conclut f € A.

L’ensemble A est donc fermé borné non vide de H.

Question 23.

L’ensemble Z est non vide (A l'est) et minoré par 0 (somme de valeurs absolues). Donc o = infZ
existe dans R.

Atteinte de I'infimum. Considérons 'application

e H R, fe[f(2m) = fO)]+]f(2m) - £(0)].

Les applications f — f(0), f — f(27), f+— f'(0), f — f'(27) sont des formes linéaires sur H, donc
continues (car H est de dimension finie). Par composition avec la valeur absolue et somme, ¢ est
continue sur H.

L’ensemble A est fermé borné dans H qui est de dimension finie, donc A est compact (théoréme
de Bolzano-Weierstrass en dimension finie). I’application continue ¢ atteint son minimum sur le
compact A : il existe f; € A tel que

e(f1) = a=|fi(2m) = £1(0)| + |fi(2m) — f1(0)].

Question 24.
Soit n € N. La fonction g, est définie par g, = %H S o T*(fo).

gn est solution de (F). Pour chaque k > 0, T%(fo) est solution de (E) (récurrence a partir de la
question 3). En sommant I’équation pour k =0,...,n et en divisant par n + 1 :

Gi(0) + b() ga(0) = — = D" elw) = ela).
k=0

gn € A. Pour tout = € R, |T*(fo)(x)| < || fol| = Mo, donc :
1 n
gn(@)| < = gMo = Mo,

donc g, est bornée avec ||gn| < Mp. Comme g, € B(E), on a g, € A.

Calcul des différences en 0 et 27. En écrivant la moyenne :

gu(e) = — (Jo(&) + fola +2m) + ... + folaw + 20m)),

on obtient : )
gn(2m) = m(fo(%) + foldm) + ... 4 fo(2(n + 1)),

90(0) = — = (Jo0) + fo(2m) + ...+ fo(2nm).
Par téléscopage : .

1 o+ 1)m) = fo(0)),

gn(27) = gn(0) =
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2M
n+1

d’ou |gn(27) — gn(0)| <
Le calcul est identique pour g/, (qui est la moyenne des T*(f})) :

2M,
n+1

19n.(27) — g, (0)] <
Conclusion. Comme g, € A, a < ¢(gy,), donc :

2My  2M;  2(My + M)
< o) — "(2n) — ¢ < = )

Question 25.

2(M0 —+ Ml)

. En faisant tendre n vers +oo, on
n+1

D’apreés la question 24, pour tout n € N, 0 < o <

obtient oo = 0.

D’apreés la question 23, il existe f1 € A tel que ¢(f1) = a = 0. Comme la somme de deux valeurs
absolues est nulle si et seulement si chacune ’est :

fi2m) = f1(0) et fi(2m) = fi(0).
La fonction f; est solution de (E) (puisque f; € A C B(F)). La question 4 donne alors la 27-
périodicité de fi.

L’équation (E) admet donc la solution périodique f1, ce qui démontre le théoréme énoncé en début
de Partie 5.

Fin du corrigé



