Corrigé Math 2 PSI 2026

Probabilité qu’un entier choisi au hasard et uniformément dans [1; n] soit sans facteur a la
puissance k

1

Partie 1 — Calcul de la somme Z T
n?+x

n=1

Question 1.

Soit @ € R\ 277 et n € N*. Comme e # 1, on a et # 1 pour tout ¢ € [0,1] (sinon ¢ = 1/t > 1,
impossible si |e?| = 1 sauf t = 1 et ¢ = 1, exclu). On peut donc écrire la somme géométrique :

1 ()" _ ”f(emt)j,

_ il
1 — et =

En multipliant par ¥ et en intégrant terme a terme sur [0, 1] (somme finie) :

1 9 n—1 _iG+1)0 n o ik6
/ewl_(let Ze J+1)9/ tjdt:ZeZ'(J : = ¢ .
0 1 — et =0 ¥ + 1 el k?

Question 2.

Convergence. La série >, e* /k converge par le critére d’Abel : la suite (1/k) décroit vers 0,

ik0 _ 19 1—e'"

et les sommes partielles > ;_; e -

T ? sont bornées (en module) par ﬁ

Passage a la limite. D’aprés la question 1 :
n ikt L gif 1 gi(n+1)0 4n
S [ [
1 k 0 1 — et 0 1 — et

Pour t € [0,1], |1 — e®t|?> = 1 — 2tcos@ + t2, fonction continue strictement positive sur [0,1] (car
0 ¢ 277Z). Elle atteint un minimum ¢ > 0 sur [0, 1]. Donc :

1 ei(n—l—l)Q m
0 1 — et

Tt 1
< - t"dt = 0
CJo c(n + 1) n—-+00

Par passage a la limite :

Question 3.

tsin
Soit 6 €]0,7[. On utilise la fonction ug : [0,1] — R définie par uyp(t) = arctan(ls;ne) (le
— tcos

dénominateur ne s’annule pas car 1 —tcosf > 1 —cos# > 0 sur [0, 1]).

tsin 6
En posant f(t) = %, on calcule :
(1) = sinf (1 —tcosf) +tsinfcost sin 0
(1 —tcosh)? (1 —tcos)?’
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puis
ulg (t) — f,(t) _ sin @ _ sin 6 ‘
1+ f(6)2 (1 —tcosh)? +t2sin® 1 — 2tcosf + t2
Or, en multipliant numérateur et dénominateur par 1 — e~%¢ :
oif i _ 4

1—et 1—2tcos+t2°

sin ¢ (1)
= up(1).
1 — 2tcosf + 2 0
En prenant la partie imaginaire de la formule de la question 2 :

La partie imaginaire vaut

+oo . 1
Zsmgﬁ‘e) :/O up(t) dt = ug(1) — u(0).

k=1

On a up(0) =0, et :

B sin 0 B 2sin(0/2) cos(6/2)\
ug(l) = arctan(l_cose> = arctan< 25in%(0)2) ) = arctan(cot(6/2)) .

Comme 6/2 €]0,7/2], on a cot(#/2) > 0 et arctan(cot o) = 7/2 — o pour a €]0,7/2[, d’ot up(1l) =
m™—0

2
= sin(kd) m—0
ko2
k=1
Question 4.
. cos(nt) 1 9 - 2

Pour tout n € N* et tout ¢ € R, 5—| < — avec ) 1/n® convergente. La série ) cos(nt)/n

n n

converge donc normalement sur R. Chaque fonction ¢ — cos(nt)/n? étant continue sur R, S est définie
et continue sur R.
Question 5.

La série > sin(n#)/n converge simplement sur |0, 7| vers § — (7 —60)/2 (question 3). Pour 6 € [0, 7|
etn>1:

/9 sin(ny) 1 — cos(nb)
dp = 5 .

0 n n

L. 1 — cos(nb) .y 9 . :

La série ) —— 3 converge normalement sur R (majorée par 2/n°), donc on peut intervertir

somme et intégrale via le théoréme d’intégration terme & terme appliqué a la série > sin(ng)/n : on

sin(nep)

. par une fonction intégrable indépendante de N grace & la borne d’Abel, puis on

majore )25:1
passe a la limite. Concrétement, en intégrant la formule de la question 3 :

077— T 2 =2 — COS(n
/O Pap="0 O _y1mcolnd) _ gy s(0).

2 2 4

On obtient pour tout 8 € [0, 7| :

(L’egalité s’étend a @ = 7 par continuité des deux membres.)
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Question 6.

t
On note f,(t) = 712((:282(:1-3:2)' On a, pour tout t € R :
1 | sin(nt)| 1 | cos(nt)| 1
n t < ! t == — < — " t = K —_
20 S s V01 = 100 < o= 5 <

Ces majorations sont les termes généraux de séries convergentes (3. 1/n% 3" 1/n3, 3> 1/n?). Donc
les séries Y fn, > [, > fV convergent normalement, donc uniformément, sur R. Par théoréme de
dérivation terme & terme appliqué deux fois, g, est de classe C? sur R et :

+o0o
gt = — Z cos(nt) .

n? + z?
n=1
2
t
Par ailleurs 22 g, (t) = :g m, et donc :
" 9 B +O°(n2+3:)cosnt __g
gz(t) -z gx(t) - _; ’I’L2(7’L2 + .%'2 g - (t)

Question 7.
Pour 0 € [0,7[, S(0) = 6?/4 — m0/2 + S(0). On cherche donc P(t) = at? + bt + ¢ vérifiant, pour
telo,n:
2wt

P'(t) —2°P(t) = —— + — — S(0
1) - 2P =+ T s(0).
Comme P"(t) = 2a, on identifie les coefficients : —ax? = —1/4, —bx? = 7/2, 2a — cx® = —S(0), d’oi1 :
1 v 1 S(0)
- p=_" - - . 2Y
O 9727 ©T 971 T 2

£ w1 50

Question 8.

t
Calcul de ¢, (0) et ¢g/.(7). Ona g, (t) =—=>_ (571121(47_@ 3);2) Comme sin(0) = sin(n7) = 0 pour tout
n e N*:
92(0) = g;(m) = 0.
Calcul de ¢”(0). Sur [0, 7], 'équation différentielle 3’ — 2%y = —S a pour solution générale

(équation linéaire d’ordre 2 a coeflicients constants) :
9z (t) = Acosh(xt) + Bsinh(zt) + P(t), t € [0,7].

Les conditions ¢, (0) = 0 et ¢g,(7) = 0 donnent, avec ¢, (t) = Axsinh(xt) + Bz cosh(zt) + P'(t) et
P'(0) = —7/(22?), P'(7) = n/(22%) — 7/ (22%) = 0 :

Bz — —— =0 h
oo

242 — =" A:_%.M.
Az sinh(7x) + Bx cosh(mz) = 0 2z 227 sinh(rz)

On dérive deux fois : ¢”(t) = Az?cosh(xt) + Bx?sinh(xt) + P"(t) avec P"(t) = 1/(22%). Ent =0:

1 7w cosh(mx) 1
Al — = —— ——— 4
9:(0) = Az” + 222 2z sinh(7z) + 222
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Or cosh(mz) e™ +e ™  14e 2

= = ol :
sinh(rz) €™ —e ™ 1 — e 2m’ b
—2mx
" T 1l+e 1
O)=——— ———+ —.
92(0) 20 1 —e 27 Qg2
Question 9.
+o00 1
D’apres la question 6, ¢7(0) = — zjl e En reportant dans la question 8 :
n—=
i‘) 1 1 l4e ¥ ]

n?+a2 2@ 1—e 2t 222
n=1
On multiplie par 222 :

—+00

2:1:2 1 + e—27rat
—_— 7'['[[/‘ - —_— J—
n2 + :L‘2 1— 6727rx

n=1
1 _'_6727Tx eQﬂ*:p 4 1 92
Avec = =1
1 e—2wz eZwm 1 e2ﬂm 1
= 22 n 2rx 1
T
— n2 + .1'2 e?Trac -1 ’
soit, aprés réarrangement :
2nx 1 n = 22
1wt )
e — ] < n? + 2
n

La formule, démontrée pour x # 0, s’étend par continuité en x = 0 (les deux membres valent 1).

. - s .o X
Partie 2 — Développement en série entiére de h : x — =1
et —
Question 10.
Pour z €] — 1,1[ et n € N*, | — 22/n?| < 1. La somme géométrique donne :
f: &2 * — 1 - (_x2/n2)N+1 n’ 1 ( 1)N+1 gt
— n2)  1—(—a22/n?)  n24a? n2N+2 J-

En divisant par n? puis en isolant le terme 1/(n? + 22) :

1

N k
1 1‘2 N1 1 £U2N+2
n? +a? :anZ—o<_nQ> (=D n2 +x2 p2N+2’

1 22N+2
ce qui définit Ry (x) = (—ph+ 22 +n2 n2N+2

Pour n > 1, 22 +n? > n? > 1, donc

o R <let:
’x‘2N+2
|Ryn ()] < ANTT
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La série converge et :

+oo +o0 1
Z | Ry ()] < [aPNH2 Z TNt ((2N +2) |zPN T2,
n=1 n=1

Question 11.
Limite de (. Pour s > 2 :

0<¢(s)—1= Z /mdt L )
N ns — _8—1 s—+oo

donc lim ((s) =1.

s—+00

Identité. Pour z €] — 1, 1[, en multipliant la formule de la question 10 par z? :

N
2 l‘2k+2

L Z k
k=0

On somme sur n > 1. La double somme finie-infinie se réorganise par convergence absolue :

400 N p2k+2 N N+1
_1\k _ 1k 2k42 _ VL9 .26
> (-1 g (DR ((2k 4 2) = Z( 1)77¢(25) =
n=1k=0 k=0 j=1
Le reste est contro6lé par :
+o00
> 2 Ryp(@)| < 22 C@2N + 2) 22N < (2) 2N ——— 0
o N—+o00
puisque |z| < 1 et ((2N 4 2) < ((2). En passant a la limite N — o0 :
+00 .’E2 400
k k
Y = Y (DM@ e, ae] -1l
n=1 k=1
Question 12.
Pour z €] — 1,1[\{0}, la question 9 donne :
400 2
2mx T
e2rr _ | - 1_7Tm+2z 2 +n?2’
n=1
et la question 11 :
2mr 1)t 2%
e2rr _ 1 =1l-mz+ Z ) ’
On pose u = 27z, soit = u/(27), ce qui donne u 6] — 2w, 27| et
k+1 Qk
h(u) = 71_1——+Z2 §2k)(7r)2k.

Soit, en simplifiant le coefficient 2/(27)%% = 1/(22k~172k) .

C(2k
h( _1—*‘1‘2 k+122k1)2ku2k, UG]—27T,27T[.




FExcellence Maths

Corrigé Math 2 PSI 2026

La formule est valable en u = 0 par continuité (les deux membres valent 1). h est donc développable

en série entiere sur | — 2m, 27.
Coefficients b, = h(*)(0). Par identification au DSE, by,/k! est le coefficient de u*. On lit :

)k+1 C(Qk) (k > 1).

bopy1 =0 (k>1), by = (2k)! (- 92k—1,2k =

1
bo=1, bi=-g,
Question 13.
e’ —1 e’ —1 "
P 0, h(x) - = 1. Le DSE d = e
our z # 0, h(x) . e e — Y >0 CEw]
sur | — 27, 27[. Le produit de Cauchy de ces deux séries entiéres s’écrit :

et -1 Ry 1
1= h( — SR P
(z) §:< k' n+1—kﬂ>x

n=0 \k=0

converge sur R, et celui de h

Par unicité du DSE de la fonction constante 1, le coefficient de 20 vaut 1 et tous les autres sont nuls

Pour n > 1:

Zn:b—k:()
Kl (n+1—k)

Question 14.
Calcul de by. On applique la relation pour n = 2 :

b b b 1 b
0 1 2 _ _+§2

+ + = ! —0:>b—1
03l "2l " 2rql 6 4 - 276

Calcul de by. On applique la relation pour n = 4, en utilisant b3 =0

bo b1 ba b3 by
o5 Tna Tag T tan 0

oit, aprés réduction au dénominateur commun 720 :
6 15 10 30 b4 1 b 1

— TR )= =0= by = ——.

720 720 + 720 O+ 720 =0 720 + =0 4 30

L(—1)F1¢(2k) /(22%=172F) donne :
77

Calcul de ((2) et ((4). La formule boy, = (2k)! (
2

2! €2 _ <) Donc ((2) = 72by = T

oPOUI“k::l:bQ:.-ﬁ—Wz.
: ¢(4) 3¢(4) by ot
oPourk:2.b4:4!-(—)-237r4:— o .Donc{(4):—7:%.
w2 m
2) = — 4) = —.

Partie 3 — Probabilité ¢, (k)
Question 15.
On démontre la formule par récurrence sur r € N*. Le cas r = 1 donne 1+ z1, conforme & ’égalité

avec un seul terme m = 1.
Hérédité. Supposons la formule au rang r. Alors :

r+1
[T+ _(1+Zo >1+xr+1), o= " myem,

=1 1<i1<--<im<r
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Le développement donne 1+ 7 | a,(fl) + g1+ Doy ag)wwl. Orlesm-uplets 1 < i1 < -+ < iy <

r 4+ 1 se répartissent en deux familles selon que i, <rou i, =r+1:

(r)

1
aﬁ,ﬁ ) = cr,(,:) + Try10,,°1,

(r)

avec la convention oy’ = 1. En sommant sur m € [1,7 + 1] et en regroupant :
r+1 r r
1+ ol =14 o)+ a0+ Y o a,
m=1 m=1 m=1

ce qui est exactement le développement obtenu. La formule est donc établie pour tout r € N*.

Question 16.

Indicatrice du complémentaire. Pour tout w € Q, w € Assi w ¢ A, donc 1 4(w) =1 — 14(w),
soit 1 =1—14.

Indicatrice d’une intersection. Pour w € Q, [[%; 14,(w) = 1 ssi tous les 14,(w) valent 1, ssi w
appartient a tous les A;, ssi w € ()~ A;. Sinon, le produit vaut 0. Donc 14, ---14,, = 1a;n-n4,,-
Question 17.

On part de l'identité ensembliste Ay U---U A, = A;N---N A,, qui donne :

T

T
Layuoa, =1= 14 =1-JJ1-14).

i=1 i=1
On applique la question 15 avec x; = —14, :

T

r r
[[0-1)=145C0" 3 141, =14 3500" S Lanena,.
m=1 m=1

i=1 1<i1 << <r 1<i1 << <1

en utilisant la deuxiéme identité de la question 16. On reporte :

T

1A1U-~~UAT = Z (_1)771“1‘1 Z ]_Ail ﬁ--'ﬂAim .

m=1 1<y < <i <1

Comme les A; sont en nombre fini, on prend I'espérance des deux membres en utilisant P(A) = E(14)
et la linéarité :

T

P(AjU---UA) =) (=)™ 3" P4, N---NA;,).

m=1 1<iy < <im<r

Question 18.
Un entier m € [1,n] admet un facteur a la puissance k ssi il existe un nombre premier p (forcément

parmi p1,...,p, puisque p < m < n) tel que p* | m. Donc :

r

5. = Utm € [l <o | m) = | Anoh),
i=1 =1
ce qui donne Qn(k) = Pn(sn(k)) =1- Pn(U?:l An(pf))

On applique le crible (question 17) a la famille (An(pf)) Par unique factorisation, pfl |

1<i<r”
Fyeun, pfm | 7 équivaut a pfl e pfm | j (les p;, sont des premiers distincts). Donc :

An(PE) N N An(0F ) = An(pl D), - D).
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On obtient :

=1+ > (=)™ P(Aupipl - pr))-

m=11<i; <<t <r

Question 19.
Pour d € N*, le nombre d’entiers de [1,n] multiples de d vaut |n/d], donc P,(An(d)) = |n/d]/n.

Dans la formule de la question 18, on pose d' = p;,pi, -+ * Di,,,- Alors d’ est un produit de m premiers
distincts, donc pu(d') = (—1)™, et pf - pF = (d')*. La formule devient :

- n/(pi, - pin,)"
B=1+Y Y ulpnep,) L LS @ L/,
m=11<i1 < <ip<r dGD

ou D={1}U {pi1 e pi 1< < <y, S ryme 2> 1} : ce sont les entiers d sans facteur carré
dont les facteurs premiers sont < p,.

On peut étendre la somme & tous les d € N* :
e Si d admet un facteur carré, p(d) = 0, contribution nulle.

e Si d est sans facteur carré et posséde un facteur premier > p,, alors d > p,. Si I'on prend un tel
d avec un facteur premier > n, alors d > n, et d* > n donc |n/d*| = 0. Plus généralement, pour
les d € N* non encore comptés, on peut vérifier que d¥ > n entraine |n/d*| = 0, et que les autres
cas sont exclus dans D (les premiers entre p, et n n’existent pas par définition de p;).

Tous les termes ajoutés sont nuls, d’ott :

Zu ) [n/d"].

Question 20.

Identification de ¢, (k) comme une intégrale. La fonction f,, proposée est constante sur chaque
[d,d + 1[, donc :

d+1
/ t)dt = Z/ n/dk dt = ZM ) [n/d¥| = qn (k).
[1,+oo[

Théoréme de convergence dominée. On applique le théoréme a (f,,) sur [1, +ool.
Convergence simple. Pour t € [d,d + 1] fixé, |n/d*|/n — 1/d*, donc :
n——+0o0

Falt) 7 ”;fp = f(t), teldd+1]

Domination. Pour t € [d,d + 1[, |fo(t)] = |u(d)| [n/d*|/n < |n/d*|/n < 1/d*. La fonction
@t 1/|t]* est intégrable sur [1, +oo] car :

oo dt =
/1 de ) <400 (k>2).

Conclusion. Par convergence dominée :

lim qn(k):/[+ [f(t)dt W:K

n—-+o0o




Corrigé Math 2 PSI 2026 Exzxcellence Maths

= )

Partie 4 — Calcul de I

d=1

Question 21.

Inclusions Fiy C Ex C Fy2. Si (i,j) € Fy alors i <ij < N et j <ij <N, donc (i,j) € En. Si
(i,§) € Ey alors i,5 < N donc ij < N2, et (i,5) € Fy.

Convergence de (Sy). En substituant m = de dans la définition de Sy :

N
SN:ZZ]ud]vm/d: Z |ug| ve = Z |ui|vj > 0.

m=1 d|m (d,e):de<N,d<N,e<N (i,7)EFN

La suite (Sy) est croissante (les nouveaux termes ajoutés sont positifs). De plus :

Sv< Y \z|]—<2’“ )Z.S < ((s) - C(s) = ¢(5)* < +oo,

(4,7)EEN Jj=1
puisque |u(7)] < 1. Une suite croissante majorée converge, donc (Sy) converge.
Identité. Notons Ty = }_(; iep, |uilv; = (Zi:l i) (Z;VZI v;). On a, par les inclusions :
Sy <Tn < Sye.

Quand N — +o0, Ty — (X5 |uz|)( 00;) = (X |u(9)]/i*)¢(s), et Sy converge vers une limite
finie L, Sy2 — L aussi. Par encadrement

EITUIATR ]
Zzludwm/d_ - Z is Z]s

m=1d|m i=1 J=1

Question 22.

Inégalité. On a, comme & la question 21 :
N N N
SIS ED TS 3) S S

La différence vaut donc Z(i,j)eEN\FN u;v;. Par I'inégalité triangulaire :

w0 > vl = YD fuallogl = Y Jwallgl-

(1,5)EEN\FN (1,7)EEN\FN (i,J)EEN (i,5)€FN

Passage a la limite. Le membre de droite ci-dessus est Ty — Sy avec les notations de la
question 21. Par encadrement Sy < Ty < Spyz et le fait que (Sy) et (Sy2) ont la méme limite
finie L : TN—>Let SN—>L donc Ty — SN—>O

N—+oco N—+o0
d 1 d 1
Par ailleurs, ugvy,/q = Més) . (mjdy = urfls)' Donc Zudvm/d = Zu(d). Par passage a la
dlm dlm

limite dans l'inégalité :

=1 7=1
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Question 23.
Pour m = 1, 'unique diviseur est 1, et p(1) = 1. Donc 3y p(d) = 1.

Pour m > 2, soit m = p}* ~~-pgq sa décomposition en facteurs premiers, avec ¢ > 1 et a; > 1. Les
diviseurs d de m pour lesquels pu(d) # 0 sont les diviseurs sans facteur carré, c’est-a-dire les produits

[Lic;pi pour I C [1,q]. Pour un tel I, pu(TT,c;pi) = (=11, Ainsi :

Sud = Y =3 (j)(—l)ﬂ‘ ~ -1y =0
dlm

IC[1,q] J=0
sim=1
pIC |
dm sinon.

Question 24.

+oo
1 1
D’apreés la question 23, Z — Zu(d) =3 1 =1. La question 22 donne alors :
m

m=1 dlm

Comme ((s) > 0 pour s > 1 :

1 >1
==, S .
((s

2

Question 25.
Pour k£ > 2, on combine les questions 20 et 24 (avec s =k > 1) :

~pd) 1

dF (k)

M+

lim ¢,(k) =

n—-+0o

i
I

Cas particuliers. Les valeurs ((2) = 72/6 et ((4) = 71/90 obtenues & la question 14 donnent :

6 90
lim ¢a(2) = — ~ 0,6079, lim _q.(4) = — ~0,0230.

n—-+00 T n—-+o0o

Interprétation. Quand n est grand, environ 60,8% des entiers de [1,n] sont sans facteur carré
(k = 2), et environ 92,4% sont sans facteur quatriéme puissance (k = 4).

Fin du corrigé
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