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Correction détaillée
X-ENS 2026 — MP-MPI — Mathématiques A

Theéme : norme subordonnée, principe du maximum, inégalité de Von Neumann, rayon numérique et
conjecture de Crouzeix

Remarque préliminaire. On adopte rigoureusement les notations du sujet. En particulier, le
produit hermitien est linéaire en la premiére variable et semi-linéaire en la seconde :

n
zly) = Z ZiYi-
i=1
On note, pour un polynéme p et un compact S C C,

pllg := sup [p(a)] .
acsS
Préliminaires

A
1) Existence de ||A] et formule ||| = max ”H T|H
T X

Soit A € M,,(C). La fonction
p:xeC— ||Ax|

est continue. La sphére unité
S={zeC"|[|z| =1}

est fermée et bornée dans un espace vectoriel de dimension finie; elle est donc compacte. La fonction
@ atteint donc son maximum sur S, ce qui justifie existence de

[A]l = sup. 14zl = max [|Az]|.

|zl|=

Pour = # 0, posons u = z/ ||z|| ; alors |Jul]| =1 et

[ Az]
]

= || Aul| .
On en déduit immédiatement

Ax
” I sup || Aul| = [|A]l.
o 1] ull=1

Comme le maximum sur la sphére est atteint, on obtient aussi

HA:rH
el

Al =

2) Cas d’une matrice diagonale

Soit A = diag(A1,...,\,). Pour z = (z1,...,2,) € C" unitaire,
| Az? Z el < (s ) 3 foif? = e (A2
=1
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Donc
JA]l < max [Ai].
1<i<n
Réciproquement, si j est tel que |\j| = max; |\, alors pour le vecteur de base e;,

el = Ayl = max Al

Ainsi

||dla'g()‘17 SRR) )‘n)H = max ‘)‘Z| :

1<i<n

3) Sous-multiplicativité
Soient A, B € M, (C). Pour tout x € C" unitaire,
[ABz|| < [|A[| | Bx|| < Al [IB]| ll=[l = [lAll | Bl -

En prenant le supremum sur les = unitaires, on obtient

| [AB] < [A] |B]. |

4) Cas d’une matrice unitaire
Si U est unitaire, alors pour tout z € C”,
2 2
|Uz|” = ({Uz|Uz) = (2|U"Ux) = (z]z) = ||=[]".
Donc |Uz|| = ||z|| et, en particulier,

[U[l = sup [|Uz]| = 1.

[lz]|=1

Ensuite, pour tout A € M,,(C),

AU = ||Sh1p1 |AUz]| .

Comme U est une bijection isométrique de la sphére unité sur elle-méme,

AUl = sup [|Ay|| = [|A].
lyll=1

De méme,

IUA]| = S |UAz|| = S [Az]| = [ A]l-

Ainsi

Ul=1 et [JAU|| = [UA] = |A]. ]

5) Encadrement de |p(A)|| lorsque A = PDP~!
On suppose A = PDP~! avec D = diag(\1,. .., \,). Alors

p(A)=Pp(D)P~',  p(D) =diag(p(M),...,p(An)).

Par la question 2,

PO = max Ip(A)| = el
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Minoration. Si A € o(A) et x # 0 vérifie Ax = Az, alors

p(A)z = pA)z.

En normalisant x,
[P = [[p(A)z|| < [Ip(A)]|-
En prenant le maximum sur o(A),
1Plloa) < (A

Magjoration. Par sous-multiplicativité,

Ip(A) < 1P|l [p(D)]| [P~ = cond(P) [Ip],(a -

Ainsi

21l ) < Ip(A)] < cond(P) [[pll, ) -

A - Principe du maximum pour les polyndémes
On fixe n > 2 et un polynéme p € C[X] de degré n — 1. On note D = D(0, 1).

6) La matrice U est unitaire

La matrice U a pour colonnes

01:(2,0,...,0,3)T, 02:(3,0,...,0,—§)T,

C3 =63, C4=€3, ..., Cn = €n_1.
Comme s € Ry et s> =1 — |z/?,
leal* = 127+ s> =1, el = 5>+ [2* = 1,
et
(c1]e2) = zs + s(—=z) = 0.
De plus, c3,...,c, sont des vecteurs de la base canonique, donc orthonormés, et ils sont orthogonaux

a c1, co. Les colonnes de U forment donc une base orthonormale de C™, ce qui équivaut a 'unitarité.

‘ U est unitaire.

7) Calcul de (p(U)e;

€1>
On va montrer que, pour tout m € {0,1,...,n — 1},
(UMeqler) = 2™

Pour m = 0, c’est clair. Pour 1 < m <n — 1, on vérifie par récurrence la formule

m
Ume; = 2"e; + s Z 2" e a1
r=1

En effet, elle est vraie pour m = 1 puisque

Uei = ze1 + sey,.

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques 3



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Si elle est vraie au rang m < n — 2, alors, comme Ue; = e;j_1 pour j > 3,
m
Untle, = U (zmel + s Z zm_renTH)
r=1

m
= z"(ze1 + se,) + s Z 2" en_r

r=1
m+1
=2"e 45 Z 2T 1
r=1

D’ou I'affirmation. En prenant le coefficient selon eq,
(UMeqler) = 2™

Comme degp <n —1,
n—1 n—1
(p(U)erler) = Y am (UTerler) = > amz™ = p(2),
m=0 m=0

si p(X) = ZZ;:IO amX™. Ainsi

| p(z) = (pU)erlen) - |

8) Premiére forme du principe du maximum

Par la question 7,
Ip(2)| = [(p(U)erlen)| < [lp(U)er] < [lp(U)]-

Or U est unitaire (question 6), donc le théoréme spectral du préambule donne une matrice unitaire
V et des nombres p1, ..., u, € 9D tels que

U =Vdiag(u,...,pm)V "L
La question 5, appliquée avec P =V et cond(V) = 1, donne

@ < pllo@y < lpllap -

On a donc

p(2)] < [l < [Ipllop -

9) Cas strict lorsque |z| <1

Ici s > 0. On montre d’abord que la famille
(61,[]61,...,[]n_161)
est libre. En effet, d’apres la formule obtenue a la question 7,
m
Ume; = 2Me; + s Z 2" e a1 0<m<n-1).
r=1

Dans la base (e1,en,€n_1,.-.,¢€2), les vecteurs eq,Uey,...,U" ey ont une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale vaut
1,8,5,...,8,

qui est constituée de nombres non nuls. Ils forment donc une base de C". En particulier, le polynéme
minimal de U est de degré n.
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Supposons par I’absurde que
Ip(z)| = Ipllop -
Dans la chaine d’inégalités de la question 8,

[(p(U)erlen)| < [lp(@)er]l < lp(U)I] < llpllop »

toutes les inégalités sont alors des égalités. L’égalité dans Cauchy-Schwarz implique que p(U)e; est
colinéaire a e ; comme son coefficient selon e; vaut p(z), on a

p(U)er = p(z)er.
Posons ¢(X) = p(X) — p(z). Alors degg <n —1 et
q(U)e; = 0.
Comme ¢(U) commute a U, pour tout m € {0,...,n — 1},
q(U)U™e; =U™q(U)ey = 0.

Or les vecteurs U™e; forment une base ; ainsi ¢(U) = 0. Le polynéme ¢ annule donc U tout en étant
de degré au plus n — 1, ce qui contredit le fait que le polynéme minimal de U soit de degré n.

Par conséquent,

2l <1 = [p(2)] <lpllop -

10) Maximum sur le bord d’un compact fermé borné

Soit S C C fermé, borné, non vide. Comme S est compact et p continue, |p| atteint son maximum
sur S.

Si p est constant, I’égalité
zp € S tel que

pllg = |Ipllog est immédiate. Supposons donc p non constant et soit

Ip(20)| = Iplls -
Si zp ¢ 0S5, alors, par définition de 95, il existe § > 0 tel que

D(Z0,5) CS.
Considérons
q(X) = p(z0 + 0X).

Alors ¢ est un polynéme non constant. D’apres la question 9,

lgO)] < llqllon -

En revenant a p,

Ip(20)| < EFpl Ip(z0 + 08| < Iplls

contradiction.

Ainsi tout point de maximum appartient a 95, et donc

Iplls = llpllos -

B - Inégalité de Von Neumann

On suppose désormais que A € M,,(C) est une contraction, c’est-a-dire ||A|| < 1. On veut montrer

IpCA < llpllp -
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11) Cas ou A est unitaire
Si A est unitaire, le théoreme spectral donne
A =Udiag(\i, ..., \)U ™!
avec U unitaire et |\;] = 1 pour tout i. La question 5, appliquée avec P = U et cond(U) = 1, donne

(AN < [Pl a) -

Comme o(A) C ID, on en déduit

(A < llpllgp < llpllp -

Or, pour un polyndme, la question 10 appliquée & S = ID assure méme que ||p||p = ||p|l5p-

12) Existence de D4 et D4

Comme ||A]| < 1, pour tout x € C™,
((In — A" A)zlz) = ||z|* — | Az|* > 0.

La matrice I, — A* A est donc hermitienne positive, i.e. hermitienne & valeurs propres dans R,. Par
le théoreme spectral, il existe une matrice unitaire U et des réels u1, ..., u, € Ry tels que

I, — A*A = U diag(p1, . .., un)U L.

On pose alors
Dy := Udiag(\/i1, - - Vi) UL
Cette matrice est hermitienne, ses valeurs propres sont dans R, et

D% =1, - A*A.

De méme, I, — AA* est hermitienne positive, donc il existe une matrice hermitienne D 4+ & valeurs
propres dans R telle que
D%. =1, — AA*.

Ainsi

Dy =1,—-A*A, D% =1, AA*.

13) Représentation polynomiale de D4 et D 4-

Montrons d’abord que A*A et AA* ont méme spectre. Soit p # 0 valeur propre de A*A, avec
A*Ax = px et © # 0. Alors Az # 0 et

AA*(Ax) = A(A*Ax) = p(Ax),

donc p € o(AA*). La réciproque est identique. Enfin, 0 appartient au spectre de A* A si et seulement
si A n’est pas inversible, c’est-a-dire si et seulement si 0 € o(AA*). Ainsi

o(A*A) = o(AA*).

Soit {p1, ..., ur} cet ensemble fini de réels positifs ou nuls. Par interpolation de Lagrange, il existe

un polynome g € C[X] tel que
q(pj) =1 =p; (A <j<r).
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Comme A*A est hermitienne diagonalisable, le calcul fonctionnel polynomial donne
q(A*A) = Dy.

De méme, puisque AA* a le méme spectre et est diagonalisable hermitienne,
q(AA") = Dy-.

Donc

| Jg € C[X] tel que Dy = q(A"A) et Da- = g(AA"). |

14) Relations de commutation
Pour tout entier m > 0, on a par récurrence
A(ATA)™ = (AA")™A et A*(AA")™ = (ATA)™A*.
Par linéarité, pour tout polynome ¢,
Aq(A*A) = q(AAM)A, A*q(AA™) = q(ATA)A™.
En utilisant la question 13, il vient
ADy = Dy-A, A*D g~ = DpA".

Donc

| A"Dye =DaA*,  ADy=DpA

15) La matrice U = <_DA A

> est unitaire
Comme D4 et D4+ sont hermitiennes,
* A* —DA
o= (g 8-
Un calcul par blocs donne

Ul — A*A + D124 A*D g — Dy A*
 \Du+A—ADy D124*+AA*

D’apres les questions 12 et 14,
A*A+ D% = 1I,, D% + AA* = 1,,, A*Dy« — DgA* =0, DA —ADy = 0.

Ainsi U*U = Iz,. De méme UU™ = Iy,.

U est unitaire.
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16) Construction de U et preuve de I’inégalité de Von Neumann

Soit p € C[X] de degré d. Posons k = max(d — 1,0) et considérons la matrice Uy du sujet, de taille
(k 4+ 2)n, obtenue en remplacant dans la matrice de la partie A les scalaires z, s, —z par les blocs
A, Dgx,—Dy.

(a) Uk est unitaire. Le calcul est exactement le méme qu’a la question 15, les autres blocs n’étant
que des blocs identité réalisant un décalage. On obtient bien

(b) Le premier bloc de p(Uy) est p(A). Pour 0 < m < k+ 1, le bloc (1,1) de U} vaut A™. En
effet, pour revenir du premier bloc au premier bloc en au plus k + 1 étapes, il n’existe qu’un seul
chemin : rester dans le premier bloc & chaque étape, ce qui fournit A™. Dés qu’on quitte le premier
bloc vers le deuxieme, il faut au moins k + 2 étapes pour revenir au premier bloc.

Ainsi, si p(X) = 2% _jamX™ avec d < k + 1,

d d
(p(Uk))l’l = Z am(U;cn)l,l = Z am A" = p(A)
m=0 m=0
Soit maintenant z € C™ unitaire et X = (z,0,...,0)7 € C**t2"_ Alors

T
p(Uk)X = (p(A)x¢ PRI *) »
donc
Ip(A)z|| < [lpU) X || < llp(Uk)|l-
En prenant le supremum sur les x unitaires,

Ip(A < lIp(Uk)l -

Or U}, est unitaire ; la question 11 donne alors

(Ul < llpllp -

Par conséquent

(A < [lpllp -

C’est exactement I'inégalité de Von Neumann.

17) Conséquence pour une matrice quelconque

Soit maintenant A € M,,(C) arbitraire. Si A = 0, le résultat est évident. Sinon posons

A

1Al
Alors ||B]| = 1, donc B est une contraction. Pour un polynéme p, définissons

q(X) = p(||A]| X).

On a ¢(B) = p(A); par la question 16,

(A = lla(B) < llgllp -

lallp = sup [p([[All 2)| = llpll50,14p) -
|z|<1

Donc

VA € Mn(C), lp(A)l < llpll50,149) -
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C - Hausdorffien et rayon numérique

On rappelle

H(A) ={{Azle) [z € C 2l =1}, () = max |2l

18) Inclusion du spectre dans le Hausdorffien

Soit A € 0(A) et x # 0 un vecteur propre associé : Az = Az. Aprés normalisation, ||z| = 1, et
(Az|z) = (\z|z) = A (z|x) = A

Donc X € H(A), d’ou

| o(4) CH(A). |

19) Cas d’une matrice diagonale

Soit D = diag(A1, ..., An). Pour 2 = (x1,...,x,) unitaire,
(Dx|z) = Z)\ |2i|* .
En posant o; = |xi]2, onaa; € Ryet) o =1, donc

(Dz|z) = ZO‘Z i
Réciproquement, si a; € Ry et >, a; = 1, le vecteur

= (V... /an)

est unitaire et vérifie
n

(Dzx|x) = Zai)\i-
=1
Ainsi

’H(d1ag()\1,..., {Zaz )

C’est I’enveloppe convexe des A;.

n
a; € Ry, Z%’:l}-

i=1

20) Cas unitaire et cas hermitien

Si A =UDU™! avec U unitaire, alors pour tout vecteur unitaire x, en posant y = U~ 'z,
(Azle) = (UDU a|z) = (Dyly).
Comme x — y est une bijection de la sphere unité sur elle-méme,
H(A) =H(D).
Si A est unitaire, ses valeurs propres sont de module 1; d’apres la question 19,

‘ H(A) = conv(c(A)), ‘

convexe engendré des valeurs propres situées sur le cercle unité.

Si A est hermitienne, ses valeurs propres sont réelles. L’enveloppe convexe d’un ensemble fini de
réels est simplement 'intervalle allant du plus petit au plus grand. Donc

| H(A) = [mino(A), max o (A)]. |
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01
21) Exemple <0 O)

Soit

A:(g 3).

Prenons un vecteur unitaire du plan complexe sous la forme

T = (b?")’ a,be Ry, a?+ b2 =1.

Alors

0 .
Az = (b% ) , (Az|z) = abe.

2 12
a®+b
+ = —, on obtient

C b <
omme ab < 5 5

H(A) D <0, ;) |

Réciproquement, si w € C vérifie |w| < 1/2, écrivons w = re'? avec 0 < r < 1/2. 1l existe t € [0, 7/2]

1
tel que 3 sin(2t) = r. En posant

a = cost, b =sint,

onaaZ+b2=1cetab=r, donc abe’ = w.

(R

Ainsi

22) H(A) est fermé et borné

La sphere unité
S={zecC"||z|=1}

est compacte. L’application
S:zxeS— (Az|x)

est continue. Par conséquent, son image ®(S) = H(A) est compacte dans C. Elle est donc fermée et

bornée.

‘ H(A) est un compact de C.

23) Encadrement de r(A) par ||A]
Magjoration. Pour tout x unitaire,

[(Az[z)| < [[ Az [[«]] < [[A]-
En prenant le maximum sur les = unitaires,

r(4) < |[All-

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques
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Minoration. Pour x,y unitaires, I'identité de polarisation donnée dans I’énoncé fournit
4 (Azly) = (Alz + y)lz +y) — (Alz —y)lz —y)
+i(A(z +iy)le + iy) — 1 (A(z —iy)|z —1y) .
En prenant les modules,
4|(Azly)| < [(A(z +y)lz + y)| + [(A(z — y)|z — )|
+ [{A(z + i)z + iy)| + [(A(z — iy)|z — iy)].

Pour tout u # 0,
[(Aulu)| = [lull® [(A(u/ [el)e/ [[ull)] < r(A) ]

On en déduit
4[(Azly)| < r(A)(lz + yI* + o — yl* + o + iy > + |« — iy[).
Or, pour z,y unitaires,
lz+yl® + e —yl> =4, le+iyl®+llz —iy)* =4,
donc
[(Az|y)| < 2r(A).
Enfin, pour tout x unitaire,
| Az|| = max |(Az[y)],
llyll=1

d’otu, en prenant le supremum sur x,

1Al = Wi 1!<Aw\y>! < 2r(A).
z||=|lyl|=

Ainsi

1
S 4]l < r(4) < 4]

24) Le rayon numérique est une norme

Positivité et homogénéité. Immédiates : r(A) > 0 et, pour A € C,
r(AA) = ”mHzain [(AAz|z)| = |A] r(A).

Séparation. Supposons r(A) = 0. Alors, pour tout z unitaire,
(Az|z) = 0.

Par homogénéité, ceci reste vrai pour tout x € C". En appliquant I'identité de polarisation, on
obtient pour tous x,y € C",
(Azly) = 0.

Donc Ax = 0 pour tout x, soit A = 0.

Inégalité triangulaire. Pour tout x unitaire,
[((A+ B)z|x)| < [(Azx|x)| + [(Bz|z)| < r(A) +r(B).
En prenant le maximum sur la sphére unité,

r(A+ B) <r(A)+r(B).

Tous les axiomes d’une norme sont donc vérifiés :

‘ r: Mp(C) — Ry est une norme. ‘

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques 11
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25) Contre-exemple a la sous-multiplicativité

01 . (00
a=(0) mea=(10)

Prenons

D’apres la question 21,

Mais

1 0
()

Cette matrice est hermitienne, donc sa valeur maximale de [(ABx|z)| est son plus grand autovaleur,
a savoir 1; autrement dit

r(AB) = 1.
Ainsi .
1=r(AB) > 1= r(A)r(B).

Donc 'inégalité r(AB) < r(A)r(B) est fausse en général.

26-a) Deux identités polynomiales

On part de
k

XF—1=[(xX —wp).
/=1

En remplacant X par 1/X puis en multipliant par X*, on obtient
k
1-XF=T[(1 - wpX).

(=1
Ensuite, en dérivant X* — 1 = [J}_,(X — w!), on obtient

k

EXFE =S T(X = wp).
=104

En remplagant a nouveau X par 1/X et en multipliant par X k=1 i1 vient

Donc

1-X"=T[Q-wpX), 1= ;inu—w,‘i)@.

=1 J=10

26-b) Formule fondamentale

On définit

Tj = (H(I—wﬁA)) x, 1<j<k,

I#j

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques 12
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ou x est un vecteur unitaire.

Par la seconde identité de 26-a), appliquée a A,

Par la premiere identité,
(I — ARz HI wi Az = (I — wiA) (1<j<k).

On en déduit

<(I—Ak)x‘xj>

<
I
-

[
S
=

<(I - wiA)azj ‘$J>

(s> = (whAzs ;).

<
Il
-

[
S
M=

<
Il
-

[
S
-

Ainsi

Sl — (A )] = 1~ (A¥al2).

=1

| =

26-c) Cas r(A) <1
Supposons 7(A) < 1. Soient # € R et = unitaire. Appliquons la formule de 26-b) & la matrice ¥’ A :
on obtient .

1 » ;

% Z[Hx]\ﬁ - <wie eij’xjﬂ =1— ¢ <Ak$‘x> .

Jj=1

Prenons les parties réelles. Pour chaque j,
R( sl = (whe’® Awsl;)) = [l (1= R (whe™ Au|u;))
ou uj = x;/ ||z si z; # 0. Comme wiew est de module 1,
r(wiewA) =r(A) <1,

donc
‘<wiei9Auj‘uj>‘ <1 = R <wiei€Auj‘uj> <1.

Chaque terme de la somme a donc une partie réelle positive ou nulle. Par conséquent,

R(1—c*? (AFz|z)) > 0.
R(e 0 (Abale)) <1.
o {aal) = (5]

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques 13

Autrement dit,

Choisissons maintenant 6 tel que



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

On obtient alors
()| <.

Le vecteur unitaire z étant arbitraire,

r(A) <1 = r(4F) <1,

26-d) Inégalité générale r(A*F) < r(A)*

Si A =0, c’est trivial. Sinon, posons
B—

r(4)

Comme 7 est une norme (question 24), on a r(B) = 1. D’apres 26-c),

Par homogénéité de r,

On a donc bien

D - Conjecture de Crouzeix

On cherche & comprendre I'inégalité

(A< 21pll4a) -

27) La constante 2 ne peut pas étre améliorée

Prenons
A= (YN & px)=x
~\o o Py =24

Alors, par la question 21,
— 1 1
HA=D(0.3),  Ioluia =5

D’autre part,
lp(A)] = [[All =1

(car Aey = e1). Donc
Ip(A)]]

”pHH(A) B

Ainsi, si 'on remplagait 2 par une constante strictement plus petite, I'inégalité échouerait pour ce
couple (4, p). On en conclut :

‘ la constante 2 est optimale.

Ezcellence Maths - Coaching en Mathématiques 14
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28) Vérification pour les monémes

Soit p(X) = X* avec k > 0. Alors
Ip(A) = [ 4*].
Par la question 23,

HAkH < 2r(AF).
Puis, par la question 26,
r(AF) < r(A)*.
Enfin,
k k
[Pl = mase |2l = r(4)"
D’ou
(A < 2r(A)* = 2]pllyy -

Ainsi la conjecture est vraie pour les monoémes :

4] = 2%

29) Un cas favorable sur les coefficients
On suppose qu’il existe ¢ € R tel que
ck = |ek] eilp=ko) 0<Ek<r),
oit z =1(A)e? € H(A).
Alors . .
p(z) = Y a2t = 3 lexl X (r(A)e™)
k=0 k=0
) '
= e'¥ Z ek T(A)k.
k=0
Par conséquent,
T
p(2)] =Y lex| r(A)".
k=0

D’autre part, par linéarité puis par la question 28,

Ip(A < Y lexl [[AF] <237 leslr(4)"
k=0 k=0
=2|p(z)| <2 HpHH(A) )

puisque z € H(A).

On a donc bien

[P < 211l -
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30-a) Conséquence du résultat d’Okubo-Ando

Sir(A) =0, alors A = 0 par la question 24 et le résultat est trivial. Supposons donc r(A4) > 0 et

posons
A
r(4)

Alors r(B) = 1. Le résultat d’Okubo-Ando fournit une matrice inversible X telle que

cond(X)<2 et C:=X!'BX

soit une contraction.

Pour un polynéme p, posons
q(X) = p(r(A)X).
Alors ¢(B) = p(A) et, comme B = XCX !,

p(A) = q(B) = Xq(C)X .
Par sous-multiplicativité,
Ip(A)] < 1X] () | X < cond(X) [la(C)]].
Comme C' est une contraction, 'inégalité de Von Neumann (question 16) donne

la(O) < llgllp -

Donc
Ip(A)] < 2lqllp =2 Sup Ip(r(A)2)] = 2lpll5 0. (ay) -

Ainsi

(A < 21lpll50,r(a)) -

30-b) Passage a tout disque contenant #H(A)

Soit A = D(a, R) un disque fermé contenant H(A), et soit I' = A son bord. Considérons la matrice

B=A-al,.

Alors, pour tout z unitaire,

(Bz|x) = (Az|z) — a,

d’ou
H(B) = H(A) —a C D(0, R).

En particulier,
r(B) < R.

Appliquons 30-a) & B et au polynéme ¢(X) = p(X +a) :
(AN = lla(B)]l < 2 llqlip,r) -

Or
||Q||5(O7R) = ||p|\5(a73) = HpHA

Enfin, la question 10 appliquée au compact A donne
Iplla = lPlr-
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Par conséquent,

(A < 2]lplr -

Bilan. Le sujet conduit, par étapes, de 'inégalité de Von Neumann a des résultats de plus en plus

fins sur le rayon numérique et sur la conjecture de Crouzeix. Les points-clés sont :

— la construction de matrices unitaires auxiliaires;
— le passage du disque unité au rayon numérique;
— Tl'utilisation de la similitude fournie par Okubo-Ando pour gagner un facteur 2.
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