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X-ENS 2026 - MP-MPI - Mathématiques D
Approximation probabilistes

Correction détaillée

Notations. Dans toute la correction, pour A > 0, on note

k

A
Z~P), p=PZ=k= e—*H (k € N).

On rappelle que E(Z) = X et que kpr, = Apg_1 pour tout k > 1.

Partie préliminaire : lois de Poisson et inégalités

Question 1

Pour tout u € R,

o0 A 9 (\et)n . .
E(euZ) _ Z eunef)\il _ ef)\ Z ‘ _ 67/\6)\6 _ 6)\(6 71).
n—0 n. n—0 n.

La fonction génératrice exponentielle de Z est donc

u—s E(e"?) = M),

Question 2

(2a) Soient u,r > 0. Sur I'événement {Z > 7}, on a 4 > ¥, Ainsi
P(Z>r)= P(e“Z > ') < e*WIE(e"Z),

par 'inégalité de Markov.

(2b) Soit maintenant r > A. Pour u > 0, d’apres la question précédente,
P(Z > r) < exp(—ur + A(e" —1)).

On minimise le membre de droite en choisissant u tel que Ae" = r, c’est-a-dire u = In(r/A) > 0. On
obtient alors

P(Z >r) <exp(—rln(r/A)+r—X) =exp(—rlnr+rlnA+r —A).
(2c) Soit enfin 7 € [0, A]. Pour u > 0,
P(Z <r)=P(e? > e7") < e"R(e™"?) = exp(ur + A(e ™ — 1)).
On minimise en imposant Ae™" = r, soit u = In(A/r) si 7 > 0. Alors
P(Z <r)<exp(rln(A/r)+r—X) =exp(—rlnr+rinX+r—\).
Pour » = 0, on a simplement
P(Z=0)=e¢*=exp(—0In0+0In\+0—)),

la formule restant valable par passage a la limite.
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Question 3

Pour k£ > 1, la fonction  — Inx est croissante, donc

En ajoutant In k£ aux deux membres,

k k
ln(k!):Zlnjg/ Inzdr +Ink.
i=1 !
k
/lnxd:v:[xlnx—x}’f:klnk;—k—l—l.
1

Donc
In(k") <(k+1)Ink —k+1.

1. Opérateur de Chen-Stein et approximation poissonienne

1.1. Opérateur de Chen-Stein
On rappelle que, pour f: N — R,

Laf(n) = Af(n+1) —nf(n).

Question 4

(4a) La quantité
1l =EA2)] = 1F () pn

n>0

est bien positive. Si [|f||(y) = 0, alors |f(Z)| = 0 presque stirement, donc f(n) = 0 pour tout n
puisque p, > 0 pour tout n. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire sont immédiates. C’est donc
une norme sur Gy.

(4b) Soit f € F. Comme f est bornée,

IEAF(D] < M flloo + Z 1l »

et le membre de droite est intégrable car E(Z) = A < oo. Donc L) f € Gy. De plus,

1Lxf Il = E[LAF (D] < M flloo + E(D) [1flloe = 2M 1/l -

L’application Ly : F — Gy est donc linéaire continue.

(4c) Si f € F et si X est a valeurs dans N avec X € L1, alors

[EAFO] < Miflloe + X 1Nl -

Le membre de droite est intégrable car X € L', donc £y f(X) € L.
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Question 5
(5a) Supposons d’abord que X ~ P()\). Pour f € F,

ELL\ (X)) =AY puf(n+1) =) npuf(n).

n>0 n>0

En décalant I'indice dans la premiére somme,

A anf(n +1) = Z Apn—1f(n) = Z npn f(n),

n>0 n>1 n>1

car Ap,_1 = np,. Les deux termes se compensent, donc
E[Lyf(X)] = 0.

Réciproquement, supposons que E[L) f(X)] = 0 pour tout f € F. Pour k > 0, prenons f = 1.
Alors

Laf(n) = Aly_13(n) — klgy(n),

avec la convention 1;_ ;3 = 0. L’hypothese donne donc, pour k > 1,
NP X =k—-1)—kP(X =k)=0,

soit

Par récurrence,

)\k
P(X =k) = EP(X =0)
En sommant sur £ > 0,
Ak A\
1= P(X=k=P(X=0)) = =PX=0)
k!
k>0 k>0
Ainsi P(X = 0) = e, puis
)\k:
P(X =k)=e "

Donc X ~ P(A).

(5b) Si g € F vérifie E[g(Z)] # 0 et s'il existait f € F tel que L£,f = g, alors la question 4(b)
assurerait que Ly f(Z) € L', donc la question 5(a) appliquée & X = Z donnerait

0=E[Lrf(2)] = E[g(2)],

contradiction. Une telle fonction f n’existe donc pas.

Question 6

On cherche hy : N — R telle que
hg(O) =0, ‘C)\hg =g

L’équation Lyhy = g s’écrit, pour tout k > 0,
Ahg(k+1) — khg(k) = g(k).

Comme hy(0) est imposée, cette relation détermine successivement hy(1), hg(2), ... ; I'unicité est
donc immeédiate.
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Pour obtenir une formule explicite, on multiplie par py :
Apkhg(k + 1) — kpihg(k) = prg(k).
Or kpg = Api—1 pour k > 1. Ainsi,
Apihg(k +1) — Apk—1hg(k) = prg(k),

avec la convention p_1hy(0) = 0. En sommant de j =0 a j = k, le télescopage donne

Aprhg(k + 1) Zp]g

donc

Question 7

Supposons désormais g € F et E[g(Z)] = 0. On veut montrer

1glloe < € ll9llo

La formule de la question 6 donne, pour tout k£ > 0,

hg(k +1) —Zp]g

Comme 3.~ p;g(j) = E[g(Z)] = 0, on a aussi

D’ou

hg(k+1)] < [lg]l o, min (P(Z <k) P(Z>k+ 1)) |

App ADk

Il suffit donc de majorer ce minimum par e.

Cas k=0.0n a

11— 1 er—1
< _ (L)
o) < i (3. 5 2) = ol min (3.5

Si A > 1, le premier terme est < 1 < e. Si0 < A < 1, alors (¢* —1)/A < e—1 < e. Donc
lhg(D)] < ellgllo

Cas k > 1 et k < X. On utilise la question 2(c) :
P(Z <k) <exp(—klnk+klnA+k— ).
Comme App = M+1e=*/k! on obtient

P(Z<k) _ klek
Ape T AER
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La question 3 donne
k+1_—k
k! < ekFtle ™,

donc
P(Z <k) k
—  —  <e—<e.
ADp: .

Cas k > A. On utilise la question 2(b) avec r =k + 1 :
P(Z>k+1)<exp(—(k+1)In(k+1)+ (k+1)InA+ (k+1) = \).

Par conséquent,
P(Z>k+1) _ klekt1
APk = (k4 DR

En appliquant encore la question 3,

k+1 k+1
P(Z2k+1)§62< k > :€2<1_ 1 ) S
ADk k+1 k+1

Dans tous les cas,
lhg(k+ 1) <e gl -

Comme hy(0) = 0, on conclut bien que

1hglloe <€ Nl -

Question 8

Soit A C N et posons
gA(n) = lA(n) — ]P)(Z S A).

Alors ga € F, ||gall o <1 et
Elga(Z2)| =P(Z € A) —P(Z € A) =0.
Soit h 4 la solution de I’équation de Stein
Lyha = ga, ha(0) = 0.
La question 7 donne ||hal|,, < e. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N,
P(X € A) —P(Z € A) = E[ga(X)] = E[Lyha(X)].
En posant fa = ha/e, on a |[fa < 1et
P(X € A) —P(Z € A)| = e[E[Lxfa(X)]| < esup{|E[Lxf(X)][: f € F, [Ifllo <1}

En prenant le supremum sur A C N, on obtient

EE%IP(X € A)—P(Z € A)| <esup{[E[LAf(X)]| : f € F, [Iflloo <1}

1.2. Sommes de variables aléatoires et approximation poissonienne

On note ici

N N
i=1 i=1

i=1 j#i
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1.2.1. Variables aléatoires indépendantes

Question 9. (9a) On part de

N
E[Lyf(W)] = XE[f(W +1)] = E[W f(W)] = > _pE[f(W +1)] = Y _E[X; f(W)].
=1

1M

Or W =W, + X; et, par indépendance de X; et W,
E[X: f(W)] = E[X; f(W; + 1)] = pE[f(W; + 1)].

Ainsi

E[Lyf(W §:m FOV +1) — f(W; +1)].

(9b) Soit f € F avec || f]|, < 1. D’apres (9a),

=2

[E[Lxf(W Z [fW+1) = f(Wi + 1))

Comme W = W; + X;, la différence est nulle si X; = 0 et de module au plus 2 si X; = 1. Donc

N
| 'C)\f |<22pz X :221)?:231.

i=1

La question 8 donne alors

sup [P(W € A) = P(Z € A)| < 2eB.
ACN

Question 10

On applique la question 9(b) au cas ou les X; sont i.i.d. de loi de Bernoulli(A/n). Alors
A\ N
W:Yn, Bl—n() = —.

n n

Donc, pour tout A C N,
2

P(Y, € A) — P(Z € A)] < 22
n

En choisissant A = {k}, on obtient

oL

2e)\2
k!

n

Vn > 1, Vk >0, ‘P(Yn:k)—e

1.2.2. Variables aléatoires dépendantes

Remarque importante. L’énoncé, tel qu’il est écrit, définit D; par la non-indépendance deux a
deux. Pour démontrer les questions 11 et 12, il faut en réalité I’hypothese locale usuelle de Chen-Stein :
pour tout i, la variable X; est indépendante de la famille (Xj)j¢DiU{i}7 ce qui implique en particulier
I'indépendance de X; et .S;. C’est sous cette lecture standard que l'on rédige la suite.
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Question 11. On écrit

N

E[Lyf(W)] = Y (nELF(W + 1)] — E[X: f(W)]).

i=1
Or W =5;,+1T;+ X;, donc
E[X; f(W)] = E[X; f(Si + Ti + 1)].

On ajoute et retranche p;,E[f(S; +1)] :

N

E[Lxf(W)] = Z(piE[f(W + 1) = f(Si + D] + piE[f(S: + 1)] = E[Xi f(Si + Ti + 1)])-

i=1

Comme X; est indépendante de S;,
E[X; f(S; +1)] = pE[f(S; +1)].

Donc
PELF(S: + V] = ELXif (Si + T + )] = —E[Xi(F(Si + T + 1) = £(S + 1))
Finalement,
N
E[LAf(W)] = 3 (PELFW +1) = (S + 1)] = E[Xi(£(S; + T +1) — f(Si +1)])
=1

Question 12. Soit f € F avec || f||,, < 1. A partir de la formule de la question 11,

[E[LAf(W |<Z

ou
Ai = piE[|f(W + 1) — f(Si + 1)]], B; ZE[Xz‘|f(Sz‘+Ti+1) —f(5i+1)|]-

Comme W = S; + T; + X;, la différence dans A; est nulle si T; + X; = 0 et est de module au plus 2
sinon. Donc

Ai <2piP(T; + X; > 1) < 2p;E[T; + X;] = 2p; (Z pj +pz) :
JED;

En sommant,

N
ZA'L < 2By + 2B;j.
=1

De méme, la différence dans B; est nulle si T; = 0, donc

JjED; jED;
En sommant,
N
> B; < 2Bs.
i=1
Ainsi,
[E[Lxf(W)]] < 2(B1+ Bz + Bs).

La question 8 fournit alors

sup |[P(W € A) —P(Z € A)| < 2e(By + B2 + Bs).
ACN
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2. Inégalités de concentration

2.1. Espérance conditionnelle

Question 13. Pour y € F, on rappelle que

Y aP(X=x|Y =y), siy€ Fy,
P(y) = { 2cE

0, sinon.

Par définition, E[X | Y] = ¢(Y).

(13a) Si X > 0 presque stirement, alors tous les termes 2P(X = x | Y = y) sont positifs; donc
od(y) > 0 pour tout y € Fy, et ¢p(y) = 0 sinon. Ainsi

E[X|Y]>0 presque slrement.

(18b) Comme E est borné, il existe M > 0 tel que |z| < M pour tout x € E. Alors |¢(y)| < M pour
tout y, donc E[X | Y] est bornée, a fortiori intégrable. Ensuite,

[EX Y]] = o@PY =y)= > Y aP(X=z|Y =y)P(Y =y).

yeF yely z€ek

Par définition de la probabilité conditionnelle,
PX =2 |Y =y)P(Y =y) =P(X =2,Y =y),

donc

EX Y] =Y Y aP(X =y) =Y aP(X =z)=E[X].

yeFy z€F el

(13c) Soit g : E — R bornée. Pour z € E tel que P(X = z) > 0,
Eg(X) | X =a]=) gt)P(X =t| X ==z) = g().
tek
Donc E[g(X) | X] = g(X) presque siirement.
(13d) Soit h : F' — R bornée. Pour y € Fy,
ER(Y)X |Y =yl =hly) Y aP(X =z |Y =y) = h(y)o(y).
zel

Ainsi

‘ Eh(Y)X | Y] =h(Y)E[X | Y] presque stirement. ‘

Question 14. (14a) Si X et Y sont indépendantes, alors pour tout y € Fy,
PX=z|Y=y) =PX =u2).

Donc

o(y) = > 2P(X = z) = E[X],

zel
et par conséquent

‘ E[X | Y] = E[X] presque slirement. ‘

(14b) Si Z est indépendante de (X,Y"), alors pour y € Fy,

EXZ|Y =y|= ZZ:L"ZIP’ =x,Z=z|Y =y).
z€FR 2eE’
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Or l'indépendance de Z et (X,Y) donne
PX=x2,Z=2|Y=y)=PX=z|Y=yPZ=2).
Ainsi

EXZ|Y =y] = (Z zIF’(Z:z)> (Z oP(X =z | Y:y)> =E[Z] #(y).

zER' z€FE

D’ou

| E[XZ|Y]=E[Z]E[X | Y] presque sirement. |

(14c) Par linéarité de la somme définissant l'espérance conditionnelle discrete,

| E[X +\Z |Y]=E[X | Y]+ AE[Z|Y]  presque sirement. |

2.2. Un énoncé abstrait

On suppose dans toute cette partie que (W, W') est un couple échangeable & valeurs dans un ensemble
dénombrable E, que F : E? — R est bornée et antisymétrique, et que

E[F(W, W) | W] = (W).

Question 15. Pour toute fonction bornée h : £ — R,

E[L(W)$(W)] = E[R(W)E(F (W, W') | W)] = E[R(W)F (W, W')].
De plus, par échangeabilité de (W, W') et antisymétrie de F,

E[L(W")F (W, W')] = E[n(W)F(W',W)] = —E[L(W)F (W, W')].

En additionnant,
QE[L(W)E(W, W")] = E[(h(W) — h(W')) F(W, W")].

Donc

Question 16. On note
1
AW) = SE([(6(W) = o(W)FEW. W) [ W), m(9) = E["M].
On suppose qu’il existe B, C' > 0 tels que presque slirement
A(W) < Bo(W) + C.

(16a) Comme F' est bornée, on a |¢(W)| < [|F||,,, donc m(#) < oo pour tout § € R. La fonction
0 — W) ¢tant dominée par el?ll¥llw | le théoréme de dérivation sous le signe espérance donne

m'(0) = E[p(W)ef*W)].

On applique la question 15 a la fonction bornée h(z) = e?¢(@) .

m'(0) = %E[(eed’(w) — PWNEW, W’)}.
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Ainsi

m'(6) = %E[@%(W) — P E(w, W),

(16b) Soit § > 0. Comme m est convexe et m/(0) = E[¢p(W)] = 0, on a m/(f) > 0. Or, pour tous
réels x,y,

le” — e¥| = |o — ! e (1-t)y 2=yl o
=lz—yl|[ e dt| < == (e + o),
0

par convexité de exponentielle. En appliquant cette inégalité & x = (W) et y = 0p(W'), on
obtient

' (0) < TE[(00) 4 L) [o(W) — 6w | E W, W) .
Par échangeabilité, les deux termes sont égaux ; ainsi
m'(0) < gE[e%(W) [@(W) = ¢(W")| [F(W,W")[| = OE["*V) A(W)].
En utilisant Ihypothése sur A,
m'(0) < BOE[p(W)e?*W)] + COR[P?W)] = Bom/ (0) + COm().

On a donc

m'(0) < BOm/(0) + CHm(0) (6 >0).

Si 6 € [0,1/B] (avec la convention 1/0 = 400 si B = 0), alors

' (6)

1-B < (8.
( H)m(ﬁ) <Co
D’ou o0
!/
< .
(Inm)'(0) < T

En intégrant de 0 a 6 et en utilisant m(0) = 1,

0 Cu c co?
| < < = .
nm(e)_/o 1—Bud“—1—39/0“d“ 2(1 — BY)

Alinsi,

2
W€ [0,1/Bl,  nm(f) < 2(161930).

Question 17. Soit t > 0 et 6 € [0,1/B[. Par I'inégalité de Markov,

P(p(W) > t) < e %m() < exp (—Ht + 2002> :

(1—-B0)
On choisit
0 — t
- C+ Bt
Alors § € [0,1/B] et
C
L=B0=75 + Bt
Donc
Co? 12 12 t2
—0t + = — + = - .
2(1 — B9) C+ Bt 2(C+ Bt) 2C + 2Bt
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On obtient la borne supérieure

2
P(p(W) > t) < exp <_20—ti—2Bt> :

En remplagant F' par —F', on remplace ¢ par —¢ sans changer A ; on a donc aussi

2
P(—¢p(W) > t) < exp <20i23t> :

Finalement,

2
P(6(W)| > ) < 2exp (—QCjQBJ .

2.3. Applications aux sommes de variables aléatoires indépendantes

Question 18. On consideére des variables aléatoires indépendantes Xy, ..., Xy, des copies indé-
pendantes X1, ..., X}, et une variable I uniforme sur {1,..., N}, indépendante de tout le reste. On
pose

N
ébV:::jzzj(h ;9&»=:SAr—aXﬁ +—)(}
=1

(18a) Pour tout i, la variable X/ a méme loi que X et elle est indépendante des autres coordonnées.
Ainsi le vecteur obtenu en remplagant X; par X/ a méme loi que le vecteur initial. Comme I est
uniforme et indépendant,

(Sn, Sy) = (Sn, Sn — X1 + X7)
a méme loi que (S, Sn). Le couple (S, S}) est donc échangeable.

(18b) Conditionnellement a (X7, ..., Xy), la variable I est uniforme, donc
N
1 SN
EXr| X1,...,XN| == ) Xi=—.
[ I ’ 1, ) Aﬂ N 2;; i N

En prenant 'espérance conditionnelle par rapport a Sy, on obtient

S
E[X; | Sn] = WN

Question 19. On suppose ici que les X; sont bornées, a valeurs dans un ensemble dénombrable,

avec
wi = EB[X], o? = Var(X;),

et qu'il existe des constantes ¢; > 0 telles que | X; — u;| < ¢; presque stirement. On veut montrer que,
pour tout ¢ > 0,

t2
P(|Sy —E[Sn]| > t) < 2exp <_va:1(03+03)> -

On applique le cadre abstrait a

VV’Z:EhVa Lmﬂ ::‘g/a ]7($,y)3: fV($ A’y)‘
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La fonction F' est bien antisymétrique et bornée. Par la question 18(b),

¢(W) =E[F(W,W') | Sy] = NE[Sy — Sy | Sn]

~ NE[X; - X! | Sy] = N (2N L = Sy —E[S
= NE[X] — X7 | Sn] = W—Niﬂm = Sy — E[Sn].
Donc
p(W) = Sy — E[Sn].
Ensuite,
W—-W =X;— X},
donc 1
A(W) = SE(|(6(F) — p(W") E(W, W) | Sx)

1 N
= JE(WV[W - W) | Sy) = S E((X7 = X71)* | Sn).

Conditionnellement a Sy, et en utilisant I'uniformité de I,

1

AW) = 5 STE((X; - XD | Sw).
i=1
Or X! est indépendante de Sy et de X;, de moyenne p; et de variance af, donc
E((Xi - X))* | Sn) = E((Xi — ) | Sn) + o7
Comme | X; — ;| < ¢; presque stirement,
E((X; — mi)? | Sn) < ¢f.

Par conséquent,

NE
W
+
Q.

I

Q

t? t?
P(|p(W)| > t) < 2exp <_ZC'> = 2exp <__1(02+02)> .

Comme ¢(W) = Sy — E[Sn], on conclut :

t2
P(|Sy —E[Sn]| > t) < 2exp <_va:1(03+03)> -

Question 20. On suppose ici 0 < X; < 1 presque stirement. On garde les mémes notations que
dans la question 19. On a toujours

¢(W) = Sy — E[Sn].

De plus,

AW) = TE((X; ~ X})? | Sx).

Comme 0 < X7, X;<1,ona
(X1 —X7)* < X1+ X].
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Donc

N
AW) < 5

1 1
Or 1 1 1 1
55 + SEIS8] = 3 (Sw — E[Sw]) + E[S] = 20(W) + E[Sx].
On peut donc prendre

B=>, C=E[Sy]

S N

La question 17 donne alors, pour tout ¢ >

Y

2
P(|Sy — E[Sn]| > t) < 2exp <_2E[;J\f]—|-t) :

2.4. Une inégalité de concentration pour une somme de variables aléatoires
faiblement dépendantes

Question 21. Soit my uniforme sur le groupe symétrique Sy. On choisit I, J indépendantes et
uniformes sur {1,..., N}, indépendantes de 7y, et 'on pose

wy =7no (I J),

ou (I J) désigne la transposition échangeant I et J (et égale a 'identité si [ = .J).
Pour montrer I’échangeabilité, il suffit de voir que la loi du couple

(mn, N o (I J))
est la méme que celle de

(7TN o) (I J),TFN).

Or la transposition (I J) est son propre inverse. De plus, si 7 est une transposition fixe, la permutation
7w o T est encore uniforme sur &y. Par symétrie,

(mn 7 o (I J) = (my o (I J),7n).

Le couple (7,7} ) est donc échangeable.

Question 22. On considere désormais des réels (a; ;)i1<; j<n vérifiant 0 < a;; <1 et

N N
SN = 2—:1 Qi 7en(3) Sy = 2—31 @iz (i)

(22a) Posons

T =0imn(i) Y= Chan(G) 2= Gian() W= Gy (i)
Alors z,y, z,w € [0,1] et

rt+y—z—w=(x—2z)+ (y—w).

Donc
(z+y—z—w)?<2x—2)2+20y—w)

Or, pour u,v € [0,1], on a (u —v)? < u + v. Ainsi

(x—2)° <z +z (y —w)® <y+w.
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Par conséquent,

2
(@i (i) T Wy () — Gisrn () — Gian (i) < 2(@imn (i) + Urn () + Gy () T Tjorw (i) -

(22b) On applique le cadre abstrait a
! / N
La fonction F' est antisymétrique et bornée.
Conditionnellement a 7y, donc & Sy, on a
SN — SEV = 0L an(D) T Qan()) ~ Can()) T Gy (D)

En prenant l'espérance conditionnelle par rapport a (I, .J),

N
¢(W) =E [Q(SN — S;V) ‘ 7TN:|
N
-5 7w Zl i () + Gimn () ~ G () ~ G ().
’-7

La somme des deux premiers termes vaut 2N Sy, donc leur contribution est Sy. Pour les deux
autres,

N 1 & 1 X 1
9 Nngzjlaww(j) 2]\[@]2:21&” = E[Sn],

car my est uniforme et

On obtient donc

Calculons maintenant A(W) :

AW) = ZE((607) — oW F(W, W) | m) =

Conditionnellement & 7y, (I,J) est uniforme, donc

N 1 2
AW) = 4 N2 Z Ui (i) T T (i) ~ Bien(G) — “J'JFN(Z')) :
1,5=1

En utilisant (22a),

N
1
Tv Z (@imn () + Cjmn () + Gigmn () T Tjimn (i)

La contribution des deux premiers termes vaut Sy, et celle des deux derniers vaut E[Sy]. Donc
A(W) < Sy + E[SN]| = o(W) + 2E[SN].

On peut prendre
B =1, C = 2E[Sn].

La question 17 donne alors

P(|Sy —E[SN]| = 1) < 2exp <_4E[S]tv]+2t> :
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Question 23. On choisit
@ij = Lii=jy
Alors

N
SN =Y Liny()=it = Fn,
i=1

ou F)y désigne le nombre de points fixes de la permutation 7. De plus,
al 1

E[Fy] =) P(rn(i)=i)=N- =1
=1

La question 22(b) donne donc, pour tout u > 0,

2

u
P(|Fy —1] > u) <2 - .
(IFy =1 2 u) < eXp( 4+2u>

Si k> 2, I'événement {Fy > k} implique {|Fx — 1| > k — 1}, donc

—1)2 12
P(Fy > k) < 2exp <_%> —2exp (_(kzl)> |

Il reste a comparer ’exposant a k/12 : pour k > 2,

(k—1)* _ k& ) )

7>7 _ > o > .

2k +1) = 12 = 6(k—1)*>k(k+1) < 5k*—13k+6>0
5k —13k+6=(k—3)(k—2)>0  (k>2).

Ainsi,

Vk>2,  P(Fy >k)<2e /12,

3. Concentration pour le modele de Curie-Weiss

Dans cette partie, 3 >0, h € R, et X = (Xq,..., Xn) suit le modele de Curie-Weiss de loi

N
P(X =0) ! exp (f] Z 0i0; +6h20i) , oe{-1,1}".
i=1

~ ZNph

1<i<j<N
On note
1 1 X;
mX)==> X;, mi(X)==-) X;=m(X)- .
N “ N N
i=1 j#i
Question 24. Fixons ig € {1,..., N} et conditionnons par les valeurs des autres coordonnées.

Pour z € {—1,1},

P(Xs, = @ | (Xj)j2i,) X €Xp (SL‘ (Bh + % Z Xj)) = exp(z(Bh + Bmi,(X))).
J#io

Posons

u = Bh+ pm;,(X).
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Alors
6” e—y
P(Xip =11 (Xjjzin) = oy PXio = —11 (Xj)jzid) = -
Donc
eV —e™?
E[Xio | (Xj)jiz‘o] = m = tanh(u).
Ainsi,

E[Xiy | (Xj)ji,] = tanh(Bmi, (X) + Bh).

Question 25. Pour tout ig et toute configuration o € {—1, 1}N , on note X{O une variable & valeurs
dans {—1,1} telle que

]P)(Xz{o =z | (Xj)j?éio = 0y, 1<j< N) = %eXp(fc(/BmiO(U) +6h))7 S {_17 1}'

(25a) La constante de normalisation vaut
C = Pmio ) +Bh o o=Bmig()=Bh — 9 cosh (Bmy, (o) + Bh).

Donc

‘ C = 2cosh(Bm;, (o) + Bh). ‘

(25b) On choisit I uniforme sur {1,..., N}, indépendant de tout le reste, puis on pose
X' = (X1, X1, X5, Xrits oo, Xn).
Il faut montrer que (X, X') est échangeable.
Si deux configurations o, 7 € {—1,1}" différent en plus d'une coordonnée, alors
PX=0X=7)=PX=1,X"=0)=0.

Supposons donc qu’elles different exactement en une coordonnée i. Conditionnellement a I =i et
aux autres spins, la loi de la paire (X;, X!) est symétrique : c’est le produit

P(XZ = 0; ’ X_l) P(Xl/ = QUg | X_i),

et la méme expression apparait quand on échange o; et 7;. En multipliant par P(I =14) = 1/N et
par la loi commune des autres spins, on obtient

PX=0X=7)=PX=1,X"=0).
Le couple (X, X’) est donc échangeable.

Question 26. On pose maintenant
F(X,X')=X; - X].
Comme F(X', X)=X; — X; = —F(X, X'), la fonction F' est antisymétrique. De plus,
6(X) = E[F (X, X') | X]
1 1
=E[X; - X7 | X]= =Y Xi— = > E[X]| X,I=1i].
N =1 N =1

D’apres la question 24, conditionnellement & X et a [ =4,
E[X] | X,I = i] = tanh(B8m;(X) + Bh).

Par conséquent,

N
H(X) =m(X) — % > " tanh(Bm,(X) + Bh).
=1
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Question 27. On pose
uw(X) = m(X) — tanh(Bm(X) + Bh).

11 s’agit d’obtenir une borne de concentration pour v(X).

Comme tanh’ est majorée par 1 sur R, la fonction tanh est 1-lipschitzienne. Or

X;
(X)=m(X) - —,
donc ]
(X)) —m(X)| = —.
mi(X) ~ m(X)| =
Ainsi,

2w

|tanh (8m;(X) + Sh) — tanh(Sm(X) + Bh)| <

En moyennant sur i,

1N

— ) "tanh(Bm;(X) + Bh) — tanh(Bm(X) + Bh)| < ﬁ
N = N’
Comme, d’apres la question 26,

N
H(X) = m(X) = 1= tanh(Bmi(X) + ),
=1

on en déduit

Il reste & majorer A(X). Si X’ differe de X seulement en la coordonnée I, alors
m(X) = m(X)] < =
— N .

Pour j # I, on a aussi

2
s (X) = m; (X')] < =,

et pour j = I, on a méme m;(X) = m;(X’). Donc, par 1-lipschitzianité de tanh,

[6(X) — (X")| < [m(X) — m(X)]

N
%Z tanh (Bm; (X) + Bh) — tanh(Bm,;(X') + 8h)|

+N 1 % (1+B).

<2
S A I

Par ailleurs,
P(XX')| = X, - X} <2

Par conséquent,

2(1+,6’)_2:

2(1+6).

A(X) = SE(|(¢(X) = o(X)F(X, X')| | X) <

l\DM—l

N

On peut donc prendre
2(1+5)

B: =
0, C N
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La question 17 donne alors, pour tout ¢ > 0,

Enfin, si

D’ou

¢ PN\ _®
P <|¢(X)| > \/N> < 2exp <—4(1+5)/N> - e <_4(1 +/3)> '

vt > 0,

Bt t
P (Im(X) —tanh(Bm() + 5] 2 ¢+ o) <200 (‘ 15

)

Fin de la correction
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