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Sur quelques sous-groupes de GL,(R)
e
PR
Dans r=ut le sujet, n désigne un entier supérieur ou égal i 2. On note
» My (R) 'ensemble des matrices de taille n % n & eoefficients dans R, I, sa matrice identité.
s GL

® SF(R) (resp. SFT(R)) Fensemble des matrices symétriques positives de M, (R) {resp. définies positives).

alR) le groupe des matrices inversibles de M, (R).

o O (R} le gronpe des matrices orthogonales de M, (R), et SO, (R} celui des matrices orthogonales de déterminant

s La transposée d'une matrice M € M, (R) seta notée M7 et sa trace tr M

nble X, en convenant que [X| = +o0o si X est un ensemble infini.

* On note |X| le cardinal d'on e
supe de G engendré par A.

* 5i A est une partie finie d'un groupe G, on note (A} le sous-p

Le probléme comporte trois parties indépendantes,

Partie A — Sous-groupes finis de O,(R) <— Leo ores {o
Soit & un groupe de neutre e, On dit que G est d'exposant fini si et seulement si :

ImEN" VrelG M =e
D plus, & 7 est un sous-groupe de GL, (R}, on note trG la trace du groupe G, qui est lensemble :

G ={trd; 4G}

I — Généralités

Soit 7 un sous-groupe de GL, (K.

Q1. Montrer que si & est find, alors G est dexposant fini et tr (7 est fini.

Q2. Donner un exemple de sous-groupe infini de GL,(R) dont la trace soit finje.

as. Donmer un exemple (pas nécessairement matriciel) de groupe infini qui soit d'exposant fini,

— Cas particulier : les sous-groupes finis de 0y(E)

gr tout € B, on note fy et Sy les matrices |
B = cosfl  —sinfl & cosfl  sind
TN sl cosd B W T R

lables pour tout (8, ) € R® -

1

":_'E):n pourra utiliser sang d ration les relations
RyRy = Royp  RaSp=5gpp SpRa=5z10 oS =Rop

Q4. Soit A & SO4(R). Montrer qu'il existe un unigque réel 8 € [0, 2x[ tel que A = Ry,
—
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Q5. Soit ¢ R Dians cobte g (R
) Vérifior que @ 4
b) Diistist b s coih 4 déterminer |
v .
) Monbeer g [+

| et seubement 5l Q

d) Monteer ¢

o) Montrer

Q6. Soient & of ¢ ¢

b} En déduire, pour p et g deus entiers non ouls premiers entos oux, gue g

(R, F
’

Pt g e sont pas forodment premiers eutre eux) D

¢} Déterminer (R, I les e géndral
T

Q7. Soit 7 un o

SOa(R}. Montrer que 7 ot monogioe,

~ronpe fing

Q8. Pour m & N°, ounote Dy, be sous-groupe de O(R) eogendré par 73

o) Diirrmiivee 16 eardinal do Dy,
On pourra montrer que Dy, 11 S05(R (Bae ), puis chercher une bijection entre D MS0(R) ct

b} Soft G un' sons-

raupe fint do Og(R) qui n'est pas nclus dans SO4(R). Montyer qu il oxiste m

N Caoit Bomorplie b Dy
e
plge®

111 — Une caractérisation des sous-groupes finis de O,
Dans cotte partie, G est un sous-groupe de O, (R). On désize montrer que
G fini - ews & d'exposunt fini <= tr & finl

Q8. Rappeler le théoréme de réduction des matrices orthogonabes.

Q10. On suppose dans cotte diestion que & est d'exposant fini, Montrer, on otilisant le théorime de riduction

précédent, que tr G est fini
Tusqu'i o fin do cette partie; on suppose maintenant gue tr ¢ est fini. On munit M, (B) de 2on prodult scalaine wael @
(AlB) =tr A'H
On pote F le sous-espace: vectoriel de My (R) eugendré par G et d = dim F.
Q11. Montrer qu'il existe une famille B = M.}.G‘,,q de matrices de G qul forme une base de F,
Q12. Soit. B = ({A,] AN 5epa2- On consicere ln matrice £ des coordonndes des matrices A, dons In base cananique

de M, (R).
) Quelle est la taille de la matrice 7
bj Montrer que B = C'C.
¢} Montrer que B et € sont de méme rang. En déduire que B est inversible.

Q13. Soit M £ G. On peut décomposer M dans la base B ;

i
M= Z A,
=t
xy (A} M)
Onpotealors Xy = | ¢ | et Vig= i - Moutrer que Xy = By,
Ty (Al M)

Q4. Montrer que {Yiy | M € G} est un ensomble finl. En dédulre que G st fink
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Partic B — Sous-groupes compacts de €

Cin wote M

1 - Quelques propriétés utiles

(R) ot Be &l

Solent

sour X ot ¥ dans Ma g 4]

(m?‘)ol. o, pauie X ot ¥ dans J
: Xy

Montrer que (.. o5t un produit scalaice sur M

'Uu sotee alors:JllLs b porime associée A o PrOC

y=Bat

Fifier e X -+ A~ BX est autondjoint pous
i A8

ot X6 Mo (BY (BXIX) S (40X

Solent A ot B dans S,(R). On note BeAs

"1z Montrer que B < A & ot seulement A—Be

t B dans S3°
{priogue, om prus

Q18, Soient A
B! Pour la

i
[:Qm' On suppose toujours que A st B sont deux matriees de &
_/ mvec bgalité si et seulement sid=H

Q20. Montrer que B = A siet seubement 1 B4 C Ba

seulemnent 8

Q21. Soit K une partic de S5 (R). Montrer que K eqt une partie bornée de Sa(R)
tello que pour tont A € K, A= aly.

11 - Stricte log-concavité de Papplication det

Soft € une partie convexe do MRy et ip : € — Rune fonetion. On dit que ¢ est stricfement o
s

YA B ect veelo  pltAt (1 —1)B) = te(d) + 1
wvee dgalitd si ot sealement si A=Boutmlout=1.
Q‘n Montrer que 83 T (R) st une partie comvexs de ;M,éﬁh\\e

‘w Qﬂl‘i Motitrer quie @ : A In{det A) est une fonction srictament concave sur ST (R).
- G pourra utiliser le risultat de ln question Qb

I - Groupe orthogonal associé # une matrice symétrique définie positive
A toute mairice A € S5 (R) on associe son groupe orthogenal
O(A) = (M & M (R) ; MTAM =4}

Q24. Monteer que Of A) st un sous-groupe de GL,(R), omarphie & O (R)
O pourra montrer qu'il eiste une matrice B telle que A = B TR, et chercher un dsomorphisme sous lo forme
M BT'MB

. Montrer que OfA) est e partic compacte de M, (R).
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Sous-groupes compacts de G

G est alors isomorphe & un

G, Jdet M| =1

Q28] Montrer

(2. D pose -
! f={MX{ (M.X)eGxB}

Mo € est compact, et que 0 ¢t un point nteneur a C

£ SHH(R) telle guo ¢ = By et qui soit de déterminant maximal

Q8. Montrer qu'il xiste une unique mMALTK
Cn ponr mmencer par montrer gue £ = {A € ol
utiliser b queation Q23 pour démontrer 'unicits

rompact el convexe, Puis

Q29. Montrer que G est un sous-groupe de DA}

p«\géa{‘“e
Partie C — Croissance du groupe de Heisenberg discret

I - Croissance d'un gr()tlFe o
e : arg

A tout élément § € G- fe} on nssccie

o o 3, Yoedus
Soit G up grouge de neutoe e, ongentleé par une partie finie 5 = {=iheqn

sa longuéur reldiivesnent & S par

k
tslg) = ﬂ)![l{z:-’j. gt g i HES B E Z}

=i

on pose £5(e) = 0. On note

£glg) et I nombes minimal d'ééments de & permettant d'obtenir 7. Par convention,

alors, pourp e N
Velp) = {g € G i Eslo) < »}

Vsip) st | b dies b ts de G &'l ¢ i partir d'au i p Eéments de 5
Nous dirons que G st un groupe 4 eroissance polymomiale de degré d & M si et seulement st il existe dewx réels
strictement positifs o ot 8 telé que, pour tout p=l:

ap' < [Vs(p)] < A9

@ Mottrer que pour tous g et h dans G, £5(g~) = Ea(g] et Ls(gh) < £s(a) + Ls(h),
Qa1. Soit E une autre parthe finie géndratrice de . Montrer qu'il existe deux constantes C et C strictement positives

telle que, pour tout g € G
Ctsig) < tels) = C'fsla)

En déduire que le fait que G soit un groupe & cromsance potynamiale de degré d ne dépend pas du systime 5
de genbrateurs cholsis.

Q32. Soit p € M. Dénombrer I nombre de triphets (z,v,2) € N telsquez by +2<p En déduire que (22, +) est un
grolpe & croisance polynomiale et déterminer son degré.

1l - Le groupe de Heisenberg diseret
Diutis cette partie, n = 3 On consldére los trois matel

1 00 ¥l 9 101
=10 ¥ 1 T='l 6 1 0 =10 1.0
[ | 06 1 0l
riote A = {5, T, 11}, H désigne alors e sous-groupe de GLy{R) engendré par A.

:é‘wr tout, (1,4, k) e @, ealeulor §'TVIT,




QI Por (.5, k, i, 7

Q35§ Vérifier que U7 commu

Q36
Qar.

Qi

Le groupe H est-il commutatif?

Montrer que Uapplication f d

; * 93 Ao en gtructire usuelle)?
est bien définie et bijective, Est-ce un isomorphisme do groupe (en munissant & do sx structure usuelle) ?

Peut-on munir Z* duie structure deé groupe telle que [ soit un

I e
Solt M & Hat p € N°. Montrer que si £a(M) € p, nlors il exiate (1,3, 2) € Z! tely que M = STIUTS avee
il + L]+ ks et Jel = [l En déduire gue v

On pourm utiliser les résultats de Lo guestion Q5.

Montrer que, pour tout (i, j, k) € B2, s [i + ] < p et [k < |7, alors L {S'TUT

P
N ivjcpekein s Sy

i dquivient-de Tette dernitre quantité qu

aDes

Q41. En déduire que H est un groupe i croisiance polynomiale de de

.




