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On note [ Ia partie entidre d'un nombre réel x. On rappelle qu'il s"'agit de I'unique nombre entler pour lequel Ven-
endrement suivant est satisfait ; [z} € < [x] + 1.

Pour s un nombre complexe, on note Re(s) et Iim(s) ses parties réelle et imaginaire respectivement.
Le sujet utilise abondamment Ia lettre grecque ¢ (« zeta »). Pour # un nombre réel strictement supéricur & 1, on note :
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Divers prolongements de cette fonction { sont étudiés au cours du sujet
Pour k un entier supérieur ou égal & 2, on définit la fonction fx sur 0,1] par :
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Le probléme vise & établir une condition suffisante pour que la fonction { ne s'annule pas sur "ensemble des nombres
complexes de partie réelle strictement supéricure A 5 (cette non annulation étant une forme de I'hypothése de Riemann),
In condition considérée portant sur ls géométrie des fouctions fi dans un espace ad hoc.

Partie A - Questions préliminaires

I - La fonction ¢ sur Pintervalle |1, + ool
Pour k entier naturel non nul, on définit uy(s) = & surR. _~

Q1. La série de fonctions Z ug converge-t-elle normalement sur Vintervalle |1, + 00| '.’/
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Q2. Montrer que la fonction s = ((s) = L rm est continue sur intervalle |1, + 0ol
k=)

Q3. Montrer que la fonction ¢ ne s'annule pas sur I'intervalle |1, + o0/, Préciser son signe. e

I1 - Cas de la variable complexe

Q4. Soit s un nombre complexe et ¢ un nombre réel strictement positif. On note t* = ¢* 0t Exprimer le module
¢*| & I'side de t et du couple (Re(s), Im(s)).

Soit s un nombre complexe tel que Re(s) > 1.
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Q5 Etablir que la série L P converge absolument, 7~
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On note encore ((s) la somme de cette série : {(8) = L e
kel
On note (p, )iz Ia suite des nombres premiers rangés par ordre croissant, Alnsi, py =2, p2a =3, ps =5, pu = 7. On
atilisers librement le fait que limg, py = +00.

est une famille sommable
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et que la somme de cette famille, notée S, (s), est donnée par
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Q6. Soit n un entier naturel non nul. Justifier que la famllle (
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Q10. Pour tout n 2 1, &nlﬂkllnégnllléls.\(l)lhcgetmdédlﬂmmhmbm((l)ﬂtmwl-

111 - Un calcul d’intégrale

Dans cette question, Ia lettro s désigne un nombre complexe tel que Re(s) > 3.
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Q11. Etablir que I fonction ¢ - 2~ est intégrable sur 0,1}, puls calculer lintégrale / (e 2de.

IV - Une étude géométrique

Pour tout nombre réel d dans l'intervalle J0,1], on considére &4 I'ensemble des points M du plan complexe dont 'affixe
s satisfait I'inégalité 4%(s)* > 2Re(s) — 1.

Q12. Soit d € ]0,1], Montrer que A4 est égal au complémentaire dans e plan complexe d'un disque Dy dont on
précisera o centre Oy et Je myon Ry en fonction de d. A

Q13. Pour d € |0,1], on pose g(d) - -—H-—' Déterminer 'image par la fonction g de V'intecvalie 10,1]. On I

pourra procéder par étude des mvgfmom g

Q14. Déterminer 'intersection Ag.
aern]u 7>

Partie B — Etude analytique

I - Transformée de Mellin des fonctions [
Soit k un entier supérieur ou égal & 2. On rappelle I'expression :
l
Jut) = '"lr i 3.'-)!
Q15. Calculer f,.( ) pour & entier compris entre 1 et k. /

Q16. Pour t dans 'intervalle |0,1}, éablir 'encadrement :

o<h<t. S

On pourre comme cer en ulilisant IQ “ B de o e editre | i |, dont on déduira un encadrement “Jl‘
qu'on interpr “era au vu de la défing :
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11 - Prolongement de la fonction ¢
S&sunmbmddmwﬂ.
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maximum de |A'(t)] sur le segment [k, k + 1.
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de 1 dont la partie réelle satisfait 0 < Re(s) €
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| Ieasomble L2, montrer que Tiatégrale 3 J(¢)g{0d convergo abeclometle BC,
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On pourra établir et wtiliser U'inégalité | m)g(m < J(f(0? +9(0%):
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Justifier que ce n'est pas un produit scalaire sur L2, en fournissant un contre-exemple & I'aspect « défini ».
—

I1 - Un espacepréhllbertlenréel
itnummmm@iz.&u(mum une famille de nombres réels tels que

3" Axfa = 0 sur j0.1].
k=2
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Dans le cas £ = 2, la dewxiéme somme étant indicée pour k allont de 242~ 1, on la considére vide, donc nulle.

Q32. Montrer I'égalité Az = 0 en combinant lo résultat de Q30 et celul de Q31 pour £ =2, puis montrer que tous les
MAtmmmwﬁhW(hh” a-t-on ainsi établie?
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égale & 1, qu'on note 1. e

Q33. Moutrer que (.|.) (voir notation Q29) définit un produit scalaire sur F.
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[1I - Distance d’un vecteur & des sous-espaces

On rappelle que 1 désigne la fonction constanto égale & 1. On travaille dans Vespace F = Vect (1, fa;..., fa, - - ) muni
du produit scalaire (.].) (selon Q29 et Q33),

Q34. Soit 1 un entier supérieur ou égal & 2, Montrer V'existence d'une unique famille orthonormale (ey)agagn 46

ments & que pour chague p compris entre 2 ot n, les sous-cspaces engendrés V. s 53
Vect (/; dhmm“(‘ﬂfr))‘l &= bl G
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