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Découverte de la planéte Neptune

¢ pertics de ce probli canclidst peut Jes traiter dans Tordee de son chis. Dans tout
Ms(R) désigne Feasemble dos matrices & 3 lignes ot 4 3 colonnes & coufficicnts récks

s}

- Urhain Le Verrier {18111 hrité & I dézouverte de la planite Neptune en 1346, A cotte épogue,
planttes sont alors connues (Mercure, Véns, La Terre, Mars, Jupiter, Savarne et Uranus). Les mouve-
planites sont régis par los lois do Newton. Quand on ne néglige pas los tnteractions entre planites,
sutions varactérisant los trajectoires des plantes sont pour Pinstant fmpossibles & résoudre. Lagrange pis
¢ ont. apporté des simplifications miis won: pas abouti. L Verrler a conclu leurs travaits et établi les
trajectoires des 7 planites alors connues.

La trajectoire que Le Verrier prédit concernant la pliudte Uranus contredit les observations
1 1781 - Urais 16 5o trouve pas bl o elle devrait, dtre! Ces écarts imexpliqués entre la position réelle d Uronus
+ arhite et celle diduite par la théorie suggirent Texistence d'un corps céleste fnconm, plus lointain,
wrcant une forcn gravitationnelle periurbatrice. Plus tard, un sstronome allemand, Jobann Galle. observe
ot I preimitee fos In plandie & Torigine do ectte snonalie. i partic des calenls de Lo Verrier. Elle et bptiste
Neptiune et oa considbro que c'est Le Vrrler (et non Galle) qui ' découverte.

Hersehel effoctufes

, Partie A — Etude du mouvement d'une planéte seulement soumise
a Pattraction du soleil
On se place dans Diécliptique qui est Je plan P d'origine le soleil et contenant le systéme solaire. On munit ¢
plan d'un repére orthonormé (05 7, 7 ) e, si M et N sant deiix points de ce plan, MN désigns I longuear du
segment d'extrémités M el N,

Soit {,6) € (R3)" el que ¢ < 0. On pose b = va¥ = 3. On appelle F le point de coordonnées (c,0) o F'le
potnt de coordonniées (-

On appelle £ Tensemble des points M de £ tols que MF + MF' = 2a. On dit quo £ est une ellipse de foyers F
et F.

- Dans eette partie, z et y sont deux réels et M est le point de P de coordonnées (x, v).



1 - Equation réduite de £ e,
i T bid i e ot o o o s ML, SR o PR ol PSS Lt
FF 3 |MF=MF|
Q2. En déduire que MF — MF' —2a £ 0t MF - MF'+ 22 #0.
Q3. En déduire l'équivalence suivante
M €€ 4mb (MF*+ MF ~ 2) % (MF + MF +20) x (MF
Q4. En diduire I'équivalence suivante : M € £ e ((MF) + (MF)! — 4

MF—2a) % (MF = MF' +24) =
22 m MEPMEP.

Q5. En dixhuire que £ st Vensemble dea points M du plan P dent les coordonniées (x, v} “‘“’“‘“

~ Etude d'une fonction
00 —-R
Soit £+ ok
g
Dreser Jo ublm de vlnniouﬁr- 1 et donier les Equations des tangentes & Cy, la eoarbe représeatative de f.
en (0.5} et {,0]
Q. Trscer Cf.

Q8. Représonter £. Oy placers anss los paints A, 4, B, B de cordonnées respectives (a0}, (—a.0). (0.5}, (0. -8},
ains] que F' et 7, On dit que [A'A] est le graud axe de £ ot [5°5] et Ie petit axe de £ -

III - Paramétres de P'ellipse AlgeBrille

On pose ¢ = Ewwlemmde{mnqumhﬁ

3. Montrer quee € |0, 1] puls exprimer ¢ et b en Guction de u & ¢ >
Q10. Douner Pallure do Vellipse £ suivant quo & it proche do 0 ou da 1.

Partie B — Etude du mouvement des planétes massives du sys-
téme solaire sans négliger les interactions

~ Le internctions cotre les planiies existent s e sott pas toujours négligeables. Pour I planites massives,
Vesrier 5 pu toutefols négliger los potites planétes (Mercure, Venus, Terre o Mars) et ne tenir compte que
‘planitos massives alors connues (Usanus, Juphter o Satutne). Nous allons ainsi simphifier le probléme et
placer dans Je cas ot il n'y surail que tols planttes.

= Pour chacune des trois planttes massives, Le Verricr définit des forictions numériques défnies st R ot de o
€, permettant, sans cutrer dans des détalls trop techniques, de décrire les trajoctoires de o planites.
pour taut 4 ¢ [1,3], on définic des fonctions by & &y, fonctions du temps ot deux Eniﬁdénhbhmrlh (hy
&y pour Urazuus, by ¢4 T2 pour Jupiter, ¢t eofin ks et Iy pour Saturne). Les équations physiques de Lagrange

oot des révls constants et ne dépe

Laplace disent qu'il existe une matzice B & Ms(R) (dont les coefficients
dane pas du temps) telie que ;

G =Bxk Bty ey B 2
wel_n.{ Ll nuhr.-(n,m .L-k(fm).cz 1 i
L e e () e

ny()
~ Pour tout { € Ry, on pose Fy = ﬁ(‘) .
()

QL Moo e ERLy Fo= Al e A= - s
ﬂnh,kahlduqml‘<).,<‘\,:wnﬁmmhmmmhMQmA;
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existe Q ey,
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ot i
febderes Pous ot < [1 3

Qi Pout Lok ¢ € Ry on penas [P ]
¥ =Yiwme ¥, o g1
QE s, o euatrice G sy 66 définie dans ln guostion

monrer
0 et ol tion 4
lition d'une quation difésentielle linduire ondn

it ¢ € R Poat 600t € 11,3), donger
e 3] I
* a3 BE CLo(R) o0 cxprituer :,

2quon

Q4.
ression
FEnérale do (4] & des constantes maktiplicatives pris.

Qis. M
by it 1 en a
bz by e fonction de g, s, s ot des matriees B et Q

partie C — Méthad,
o de L |
propres e Verrier pour déterminer les valeurs

matricn M & Ma(R), om note Te(M) sk trace

| - Résolution des équations

saoutrer que ; V{4, B
i o ) € Ma(R)?, Te(AD) = Te{BA) e cn dichuire quo deux matrices de My(R) smblables

A=Q LR
e M 0 ]
e A ) XQ wvoe @ € Gla(R) ok (g, Ay Ja) & B On noke

Sl Artds, Bim M HM Al e S= X+ EA
note P4 be polynime caractéristique de A, ot on pose
AlgéBrille o+ 0y X + 03X +0aX = Pa.
Q17. Exprimer Te{A), Te(A%) et Tr(4") v fonction de 5, 53 ot Sy
18, Exprimer Py puis og, oy 6t o en fonction de Xy, 3 et ds.

Q19 Exprimer oy ot o &n fonction de 5 e€ 3. On ndact auo g = ;s_s"—f}'—m.
fer & ainsi, sans notion de déterminont ol de rang, explicité le polyndine caractiristique de la matcke 4
cvenant dans ses caleuls grice sux freces e A, A% et AY. Une fois e polynime camctégistique cabeuld, Tl en &

déduit le spectre de Ax

I - Etude d'un cas particulier

418
iunisp(-l]u.lhlnnlma%( L 1)mn»wym-x'+x’-ux—m.
o
e tivenible @ € CLa(C)

supérietire T € Ma(C) et dune
. question Q19 sont-elles encore

e e ko polynime caractéristique do A 0% R

‘e matrice triangulaire

1, Les relations tronvées & 1 valables ici?

20, Justifies Vexistence d°
telles que A = QTQ™
(1. Déterminer Tx(A), Tr(47) ot TH{A') t en dédui

(22, Détermines Ies valeurs propres de 4.
J(R) telle e T matsior G AQ S dingouale,

(23, Déterminer une matrice @ € GL:




Partie D — Perturbation sur une matrice d'ordre 3

o o eracoms il dus e pasbles ot v Jote oo Ursous o6 8 L g
. . Nous st partie Iinfuence de ' P T

gl
Buns toute cotte partio, 0, b ot c mnt (ol wels viriant a <8 < ¢ et (u,v, ) ot un Sément de (RED, P oy
M € Ma(R), on ot M In tranepose de 3. O pow -

() o 700, i
a 0 0

On noto D la matrice (0 b 0| o on fiw ¢ & R" pour toate cette partie. On pose Dit) = D+ ¢T ot o6 considary

LI
Féquation (Ey) dinconmie A & K sulvante :

I - Solutions et spectre
Suit X € R'\{a.b.e). On suppows que A apparticat aw spectre de D{t). On note X un vectour propee da D{f) nssocél
A 1

Q24. Moutrer que : \fy — I & GLy(R) et UTX = 007 (Al - D)-'VUTX. ¥
Q265 Montrer que | UT(As— D)0 = }
Q26 En didduire que A et une sohurko de Vipaation (£4).

Q27. Dresser Ie tablean de variations dé In fanction munérique F suivaste ¢
et
it

Ex déluire que F s'aniule en der paints gy ot ps vérifiant g1 < g
8 Moo gue iuation (£1) ot o soiions sl dtioctes () (1) 2o0) vt
Ault] < dalt) < Ma(8)-
On comparera cos quantités & a. b, ¢, py ot pz. On sera ament & distinguer les cus £ > 0 et £ < 0,
Q29. Montrer que Fensernble des solutions de () et ke spectre de Xt} sont confondus.

IT — Les limites

On note die T wistriction de 7 & |—co,ul, Ta restri Fajabl. g la vicipiog
lhllluﬁeﬂmd-. F o Jhc] et enfin gy Flrequudclntumhude}‘i]» +oel. kL
QA0, Prouver |'existence de g pour tout 1 € {1, 4], calculer g3(0) et déterminer la limite de gy en +50 et en “o0
Qs1. Exvdmlu(l} Halt) et Agit) en fonction de g, g2, g, g1 ot de o, ﬂnmmsmuundt

Qa2 HmzcmquhlmnnnM se prolonge en une fouction contine sur R, m.a.nqm-.nd.ﬂnma
e As. On boter eneosp Aj, A et As cos fametions projorsgtes.
Q33. Moutrer que In fonction A, alnsi prolonge, est dérivable sur B ot mhmua.(o: o-pﬂ

s'appuyer sur Lexprossion de F(A (), Doaner, sans lex: valears que
A3(0) en reprenant oo raisonnement.
Q4. Calcaler la fimite de Ay en +20 et oo, Quuels a t-on iz quand on compare s vaeurs

de ) et celles de D{t)?
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