f:R —+ R est une fonction bornée, on note Nl = wp =)
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~ wectoriel de C(R) itué des fonetions [ pour lesq “-uaima>0talquc![:}=ﬂsilzl.>ﬁ=

DR) = {f £C=(R) | 24> 0¥z ¢ [-A, Al f(z) =0}

¥ e On ne demande pas de vérifier que D(R) esf un sous-epace vectoriel de C(R).

Le biit de ce sujet est d'introduire les distributions. Aprés svoir construit une fonction test (partie A), oo introduit
o B). Los propriétés de dérivation et de convergence sont luites dans les parties C et D. La
appliudonclassiqwdeinthéorlccimuhu {butions et utilise les résultat des parties précéd

Partie A — Construction d’une fonction test

a-1= gz >0
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Q2. Montrer que, pour tout n € N, il existe un polyndme P, & RIX] tel que /
Ve eRy, ¢ =Py (‘E) =

Q. En diduire que ¢ € C°(R). V4

aébdgum@mdnmhuﬁmvﬂ. € C={R), telle ) it 5 la:
: Sy A b (R), que () > 0 pour tout = & Ja, bl

- qu () V

o que g st blen déinie, puls quo pc € D(R). v




DY = (1 € DR) [ Vo ¢ K. S = O
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‘entier N € N vérifiant

Vo e DKy, @l <O Jpus Il
On note D/(R) lensemble des distributions sur R.
Q8. Montrer que T¥(R) est un ospace vectoriel.
Q. Un premier exemple. Soit a < R et soit l'application 4, © Dy B
= fla)
Montrer que &, est une distribution sur R.
Q10. Un secand exemple, Soit f une fonction continue par moTceats sur R. Soit 'application
: DR} = R
o [ oo
Justifier que application Ty est bien définie, puis que Ty est une distribution sur .
On dit que T est 1a distribution associée d .
QU1 Montrer que si fy et fa sont deux fonctions continues telles que T, = Ty, slors fi = fa
¢lx) —w(0) SrA0

Q12. Soit ¢ € P(R]) et soit v Papplication définie sur B par ¥{z) = {
() slx=0

1
(m) Montrer que, pour tout x € R, ¥iz) = fn ltx)dt.
{b) En déduire que ¥ € C(R).

tout segment. K € By

Q13.  (s) Pour tout ¢ € DIR), jusifir Texstence de I limie i, U_:ﬂflu“f“ﬂ:_?h)_

. On note V(i) cette limite et on dispose ainsi d'une application V' de D dans R.
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Dérivation d’une distribution




 tollo que TV = 0.
T que, pour tout @ € D(R), T (@) = 0.
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(€) Justifier qu'il existe ¢ € D(R) ullequef+mw(‘]di=l-
-0

(d) Soit ¢ € P(R). Montrer que T () = T (o) fm it de.

ekicnbion ¢ Bsiie - (f;mvmdt)ww‘ (i" U_:o“’m'")w)'

() Conclure qu'il existe une fonction constante & sur R telle que T =T,

Q19. Déterminer les fonctions f de R dans R telles que T} = 0.

Bi 7 & D(R), In distribution dérivée soconde de T est par définition Ia distribution T = (T")'.
8§ T' = Ty, on note (Ty)" = Ty

R20. Déterminer les fonctions f i de R dans R telles que Ty = 0.
gient f et g deux fonctions continues sur R telles que Tf = T,
1. Justifier qu'il existe une fonction G définie sur R telle que G' = p.
En déduire que (Ty - To)' = 0.
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je D — Suite de distributions
e suite de distributions. On dit que la suite (T5,).en converge vers une distribution T i ;
Ve eD(R), lim T,(¥) =Tlp).
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de fonctions mdﬂgﬂw
 f. Mantrer quo_lim T, =Ty
utiliser librement Vinégalité de Cauchy-Schwarz
tlo,b] R,
2

j: IGHGIEES ( f !(t]’dt)m ( [ nrtﬂ’di)” -

R, On suppose que {fn)nan &
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Partie E — Une application, le théoréme d’unicité de Cantor 1
Soient (au)nen- €t (byJnen- deux suites de réels telles que I série z:[a,. cas{nz) + by sin{nz)) converge pour tout. \
= ot est de somme nulle. i

Q28. On souhaite montrer que les suites (anJagn- et (bnnen- convergent vers 0.
() Montrer que .-,-l!‘l'x“" =0.\/
On suppose que I suite (b, Jnow- Be converge pas vers 0.
(b) Montrer que pour tout réel = € [0,2r], lim b, sin(nz) = 0. 1/
(¢} Montrer qu'il existe £ > 0 et ¢ : N* — N* strictement croissante telle que pour tout n € N*, [bainy| 25

¢

2w
{d) En déduire que _lim [ sin?(p{n)z) dz = 0.
L (]
(&) Conclure.
 Q29. On suppose dans cette question que les séries 3 |aa] e 3 lba| convergent.
a3t n3l
Montrer que pour tout n € N*, 6, = ba = 0.
Indication : Pour k € N, on pourra ealculer

I . oG i
- !:. (;m cos(nzx) + by sin(nz) }) cos(ka)dr et f:' (nz{a.‘ cos(nz) + by lin{m})) sin{kz)dz.
1L : e

p-gwﬁmmwplmmmwmzh_mzw convergent.
L nal

& R, on pose fu(z) = ;‘;mnz} + %;un(m).

fomcti ZI- L ! sur R. On note £ sa somue,
il 3

n T,

qua F



