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Polynémes de Jacobi

L'objectif de ce problime est. de définir les polynomes de Jacobi ot d'étudior quelques-unes des propriétés de o po-
lyndmes.

La premitre partie de ce sujet est consacrée A la définition d'un produit scalaire sur 1' ble RIX] des polyndmes
coefficients réels. Dans une deuxitme partie, on se propose de démontrer la rﬂ.\hm formule de Vandermonde sur les
coefficients binominux ot d'introduire la notion de coefficient binomial gé . Los troisitme et qlmlnérrw parties
proposent la définition des polynomes de Jacobi ainsi que cortaines de leurs propriétés les plus classiques. Enfin, la

cinquime partie permet de présenter les polyndmes de Legendre, en tant que cas particulier des polyndmes nio Jacobi.

Partie A — Un produit scalaire ./
Soit 6 € R,
1
}lf. Rappeler sans démonstration la condition de convergence de f il;,-dt et donner sa valeur lorsqu'elle converge.
9}’ Soit a G R. Déduire de ln question précédente une condition nécessaire o suffisante sur § pour que Uintégrale
‘[_‘_T‘dr converge,
Dans toute ln suite de eo prohlime, saul mention contraire, a et 8 désignent doux réels strictement supérivurs a -1
1
F‘/Démmum' que, pour toute fonction f eontinue sur le segment [—1, 1], Vintégrale f (1 =8)2{1 + ) F{t)elt est
~1
convergente.

1
9( Pour tout (P,Q) € (R{X!J’. o pose (P,Q) = 11“ — 1)1+ nﬂp(g]Q(!}rﬂ. Démoutrer que Von définit ainsi
n produit scalaire sur RIXL
On note ||| In normo euclidionne associte & co produit sealaire. On a‘_do'nc o {A'D,Q\,u o (’j,;a 3
VP €RIX], P =BT}
o (Faita), ploe ) =

l 1 - Un premier exemple /
On ose, d ? le uni qmnnﬁn-i.hmdmtwmmMHkiMﬁ_nlw:

[ 280,

Y(PQ) & (RIXIF (P.Q) =

Q¥ Caloulor le prodult scalaire (1, X). i v
o Cloe o nors 11 11 o T



II - Un second exemple /
On suppose, dans cet ple uniq que @ = 3 = 0, Le produit scalaire est done ici défini par :

1
¥(P,Q) € (RIX))?, (P.Q) = f} P{)Q(t)dt

. Caleuler, pour tout (i, ) € N2, i # 7, lo produit scalaire (X', X7),

. Caleuler, pour tout 1 € N, la norme [|X7)|.

Partie B — Autour des coefficients binomiaux

Dans cette partie, complétement indépendante de la précédente, on se propose tout d'abord de démontrer la formule
de Vandermonde : .
m 4 =1 m P
Vikmip)e Ny k € mp, ( i f‘) =jz‘=(k 3) (J)

. Démontrer cette formile, On pourra pour cela considérer (m, p) € N2, k € [0,m + pl, F un ensemble constitug
de m + p éléments et on pourra partitionner judiciensement F.

On introduit, dans toute la suite du probléme, une nouvelle notation, Pour tout A € R et pour tout £ € M, on pose :

MA=1).. A-t+1)
Bé\={ i sf=0

1 sif =0

Par

gt XU -Ux(G-2) 1
I -Bé—s ] ==

\fflomque & et n sont deux entiers naturels tels que & < n, comparer les deux nombres (:) et Bj.
On admettra que la formule de Vandermonde précédemment démontrée se généralise aux coefficients B} sous la forme :
k
VkEN, ¥(s.t) R, k< kv, B =5 B Bt

=0

Partie C — Une famille de polynémes

Soit n € N*. On se place dans £ = Ry[X] et on note encore (...} la testriction & £ du produit scalaite défini dans s

question Q4.
Lalgorithme d’orth lisation de Gram-Schmidt permet de construire une base orthon

i X ormale B = (Py, Py,.... Pl
de E i ce produit scalaire et vérifiant les deux conditions suivantes : e e

() ke [0.n], Vet By, Py, Pi) = Veor(1, X, ..., X¥)
() Wkelon]. (P X4 >0

Fremiéres propriétés des Py
{1) Déamontrer que pour tout & € [0, ], le polyndme Py est de degrd k.
# Démontrer que pour tout & & [1,n], e polynome Py appartient & Vet (1,X, ..,

SR LR E =k TR g = 4

b



__yne relation entre Py, P et Py,

pelin— 1]
14, Demonitrer QU il existe ay € R tel que Pygq — an X P solt de degrd infrieur ou Sgal b,

. comsichire K € 1, n} et on s'intéresse aux racines de Py, On note m be nombre de raci :

5 g : o hre de racines réelles de Py qui se sitoent
fintervalle | = 1,1[, comptées autant de fois que lour ordre de multiplicité, On désigne par R b e
M T R v e e e "

ff. Quelle inégalité rolie k ot m?

: 1f_onmmidi-mk_-. polyndme §= (X —n)(X =23). (X ~sn)simzlet S=1siR =10
Que peut-on dire du signe de la fonction polynomiale x - Pi{x)S(z) sur | = 1.2[7

Q8. En diduire que (P, S} # 0.

- Que peut-on conclure sur m?

Partie D — Polynoémes de Jacobi

Dans cette partie; on se place & nouveau dans £ = RalX] et on continue de noter (..} la restriction & E du produit
sralaire défini dans 1o question Q4.

4.5 = oS
A = A5
1 - Définition
Onwm.pmrlau:Ee]l!,n]ﬂmmrwut.r&]—l.l[:
S1E
B e e )

. Donner Vexpression de go ot g1 En déduire Vexpression de Jo et Sy

7 Soient p & N et  un nombre réel, pas entler. Dé iner Vexprossi Ao la dirivée pidme de la
I'mcthnx'—i'(l-x}’ﬁu]—l.limutilishmlamlatioﬂB‘.

9. En diduire une expression de gi* () pour tout z €] —1,1(
jqzs, Démontrer alors que, pour k =2

k
v €] = 1, 1], Jul) = %FZB';:“'B:‘*”lx- 1+ 1
)

Q4. Démontrer que I fonction Ji est polynomiale de degeé ket proposer une expression simple de son coeflicient
dominant & Vaide de la formule de Vandermonde.

Les polynémes Ji i g fonctions pol ial wak{:}wmnwe&miw&nadeJMme.m
mummrmmmmmm

11 - Orthogonalité des polynomes de Jacobi
- Saient k€ [1,n] et i € [0k~ 1.
L 'l R
@26, Démontrer s convergence des deux intégrales f | T (x)dz et f ‘.':'t‘"yf' Va)dz puis prouver que :

Py [ 2 epin = =i | LD e




“n dédu T X' =0 :
Q26. En déduire que (Ji, X'} i b orthogonale de E

une base orthonormale e p

: t
Q27. Démontrer que In famille (Jo. A L pmr'lbh’. d'en désduire

-~ ot vl

1 serait
Q28. Expliquer, sans faire les caléuls, comment |

e e () t
Partie E — Le cas particulier () - jons 7 et 8, dans le cas of
: sstions ' 5 le cas o) o 2
Soit n € N*. Dans cette partie, on se place, comme dans lexemple des que 1 120, gy

rappelle que le produit scalaire est alors donné par : 1
WPQ)E (anxl)u ) {PQ} = jj.] P(t)Q(

|a question 28 vérifie toutes les hypothises dgo | T
e dans 18 q & Polyndmes de Legendre, et & oo tiuv:: il

1)t

Nous admettrons alors que la base orthonormale :1'hrfl e
de polyndmes étudice dans In partie C, Ces polynomes sont appe
Ils sont done donnés par la formule suivante :

1 wyk)
vi € [0,n], Ly = g (X7 = 1)")

I - Premiéres propriétés des polynomes Lj
Caleuler Ly pour tout k € [0,3]. E

. Calculer les racines des polynomes Ly pour tout k € [1,3] et vérifier, dans ces cas particuliers, la conchision e
la question 19.

1 » Pour tout k € [0, n], retrouver le degré de Ly sans utiliser les résultats de la partie C, puis calculer le cocficien |
dominant de Ly.

- Pour tout k € [0, nl, déterminer la parité des polynémes L.
gge.’Mr tout k € [0, n}, ealenler L, (1) et Li{~1).

II - Une équation différentielle vérifiée par les L
Soit k€ [0,n]. On reprend la définition de la fonction gi qui est ici donnée par :
¥z el - L, gu(z) = (1= 2%y

ﬁ)‘lépmer pour tout €] ~ 1,1, In quantité (1 - x2)gt () & Vaide de e |
Q“‘Sn.dﬁm- A l'side de Ja formule dé Leibniz, que le polynéme L,

& est solution sur | — 1,1] de J'équatiol

(=2 20y 4 ktk 1)y =0

III*— Une majoration des [ sur [=1,1]




v - Relation entre L, ,, 1, ot Lt
ke un-1] L'

ObIOCtl de sous-partie est de préciser o résultat des questions 14 ¢t 15 dans le cas des polyndmes

8. En reprensnt les notations de I question 14, détermines Vexpression de ay.

3k+lXLk

Démontrer que : Ly = T “-‘Lk_.

V — Un developpement en série entitre faisant intervenir les L

pdynanmhonté:édéﬁlmpwrmks[um] mmmm.@'ummhmm&ﬂnm
d,mdeL;mmtch.Onaupmqmmmlummm it démontréos, notaminer
té: de 1a question 89, restent, valables.

| s
| ey ; =1, 1] et intéressons-nous i la série entibre 3 Ly (£)¢*.
 Comsidérons un réel 2 € [-1,1] ?; -

Q40. Démont [--qm- le rayon de convergence de cette série entibre est supérieur ou égal & 1. On pose;
D EERTE

s
5(t) =3 Lufa)t:
ket

Etablir, grice & la question 39, que ; i
Wit €] = 1,1f, {1 - 2tz + €15 (¢) + (L - 2)S(H) =0

460 1
=11 30 L)t = —
veg] =11 g * Viotz i B




