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Correction détaillée
Centrale-Supélec — Mathématiques 1 — MP/MPI
Sur quelques sous-groupes de GL, (R)

Partie A — Sous-groupes finis de O, (R)

I. Généralités

Q1. Supposons G fini. Pour tout € G, l'ordre de z divise |G| d’apres le théoreme de Lagrange, donc
2l = .

Ainsi G est d’exposant fini. De plus tr G = {tr A; A € G} est 'image d’un ensemble fini, donc est fini.

1 ¢
GZ{(O 1>@In2,t€R}.

C’est un sous-groupe de GL,(R) : le produit correspond & I'addition des parametres ¢, et 'inverse au
changement de ¢t en —t. Il est infini, car ¢ parcourt R, et toutes ses matrices ont pour trace n. Ainsi

Q2. Pour n > 2, posons

tr G = {n},

qui est fini.

Q3. Le groupe
G=pz/2z

k>1

est infini, mais tout élément vérifie 22 = e. Il est donc d’exposant fini, par exemple d’exposant 2.

II. Sous-groupes finis de Oy(R)
cosf) —sinf cosf)  sinf
Ro = (sin& cos&)’ So = (sin9 —cos&>'
Q4. Soit A € SO2(R). Ecrivons
a b
)

Les colonnes de A forment une base orthonormée directe. La premiere colonne est donc un vecteur unitaire :
il existe un unique 6 € [0, 27[ tel que

On note

a = cos#, c=sinf.

Comme la base est directe et orthonormée, la seconde colonne est nécessairement

—sin6
cos@ |’

Ainsi A = Ry. L'unicité provient de l'unicité de 'argument dans [0, 27].
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Q5.
a)

Q6.

Soit G = <R9>
D’apres la relation RoRg = Roy3,
ng = Rig (k’ S Z).
Donc
G:{ng; kGZ}.

2
Sif= —W, alors

m

Ry = Ror = Is.

De plus les matrices Ro, R, . .., R(;;,—1)9 sont deux a deux distinctes, car les angles correspondants

sont distinets modulo 27. Ainsi
|G| = m.

On a Ryy = Ryy si et seulement si (k — £)0 € 2nZ. Le groupe G est fini si et seulement s’il existe
m > 1 tel que R,,9 = I, c’est-a-dire
mb € 2n7.
Cela équivaut a 0/(27) € Q, donc a 0/m € Q.
Si G est d’exposant fini, il existe m > 1 tel que, pour tout k € Z,
(Rio)™ = Io.

En particulier R,,9 = Iz, donc mf € 2nxZ. D’apres la question précédente, G est fini.
Pour tout k € Z,
tr(Ryg) = 2 cos(k0).
Si tr G est fini, ensemble {cos(kf); k € Z} est fini. Or
Rig + R_gp = 2 cos(kb)Is.

Plus directement, si 'ensemble des traces est fini, la suite (cos(kf))recz ne prend qu'un nombre fini
de valeurs. Dans le sous-groupe compact SO2(R), cela force 'ensemble des rotations Ryg a étre fini,
car une rotation est déterminée par son cosinus a conjugaison pres et, dans le sous-groupe cyclique,
les deux angles possibles & arccos(c) ne donnent que deux éléments. Donc G est fini.

Soit G = (Ry, Ry).
Par commutativité des rotations,

G = {Rup1v0r ; (a,b) € Z%}.
Comme R, = R, si et seulement si u — v € 277, le cardinal de GG est le cardinal de ’ensemble des
classes de 0Z + 6'Z modulo 27Z :

|G| = |((0Z + 0'Z) mod 27Z)| .

De fagon équivalente, on peut prendre comme représentants les éléments de

(0Z + 0'Z + 27Z) N [0, 27|

Le cardinal vaut +oo si cet ensemble de représentants est infini.
Si p,q € N* sont premiers entre eux, alors

T T T

-7+ -7 = —1.

p q pq
Modulo 27, cela donne exactement 2pq classes. Donc

\<Rw/pv Rw/q>\ = 2pg.

Dans le cas général,
T

T2+ilp=—" 7.
p ¢  ppem(p,q)
Par conséquent
2pq

KRn/p, Rw/q>\ = 2ppem(p, q) = ced(p.a)
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Q7. Soit G un sous-groupe fini de SO2(R). Grace a Q4, on peut écrire
G ={Ry; 0 € O},

ol © est une partie finie de [0, 27| stable modulo 27.

Si G = {I1}, il est cyclique. Sinon, soit « le plus petit angle strictement positif tel que R, € G. Pour tout
Rg € G, avec (3 € [0, 2], écrivons la division euclidienne réelle

B8 =qa+r, qEeN, 0<r<a.

Alors
R, = RgR,? € G.

Par minimalité de «, on a r = 0. Ainsi tout élément de G est une puissance de R, donc G est monogene.

Q8. Pour m € N*, soit
Dy, = <R27r/m7 Sﬂ'/2> :

a) On a
Dy, 0 SO?(R) = <R27T/m> = {RQkﬂ*/m; 0<k<m-— 1}7

qui a cardinal m. Comme S, /5 ¢ SO2(R) et comme toute matrice de Oz(RR) est soit une rotation,
soit une réflexion, on obtient

Dy = (D, N SO2(R)) U Sy j2(Dim N SO2(R)).
Les deux ensembles sont disjoints et ont méme cardinal. Donc
| Dy | = 2m.
b) Soit G un sous-groupe fini de O2(R) non inclus dans SO2(R). Alors
H =GNSO0z(R)

est le noyau du morphisme déterminant det : G — {41}, qui est surjectif. Ainsi H est d’indice 2
dans G.

D’apres Q7, H est cyclique. 1l existe donc m € N* tel que
H = (Ryz/m)-
Choisissons une réflexion o € G\ H. Alors
G=HUoH.

De plus, si p = Ryr/p,, 00 a
1

o2 = I, opo =p .
Ce sont exactement les relations du groupe diédral D,,. L’application

RQk‘ﬂ'/m — pk7 SW/QRQk’T(/m L Upk

définit donc un isomorphisme de D,, sur G.

ITI. Caractérisation des sous-groupes finis de O, (R)

Dans cette partie, G est un sous-groupe de O, (R).
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Q9. Le théoréme de réduction des matrices orthogonales réelles dit que, pour toute matrice A € O,(R),
il existe une matrice orthogonale P telle que

P 'AP = PTAP

soit diagonale par blocs, avec des blocs de taille 1 égaux a 1 ou —1, et des blocs de taille 2 de la forme
cosf) —sinf
Ro = <sin9 cos 6 > '

Autrement dit, une matrice orthogonale réelle se réduit orthogonalement en somme orthogonale de
rotations planes et de symétries +1.

Q10. Supposons G d’exposant fini. Il existe donc m € N* tel que
VA € G, A" =1T,.

Soit A € G. D’apres Q9, les valeurs propres complexes de A sont parmi les racines m-iémes de 'unité, car
A™ = I,. Les blocs réels possibles sont donc en nombre fini :

1, —1 si m est pair, Ropr/m (0 <k <m).

La trace de A est une somme de n termes choisis dans I’ensemble fini des racines m-iemes de 1'unité, ou
encore, dans ’écriture réelle par blocs, une somme de termes parmi

{1,-1} U{2cos(2knw/m); 0 < k < m}.

Comme il n’y a que n termes, seules un nombre fini de traces peuvent apparaitre. Ainsi tr G est fini.

Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose maintenant que tr G est fini. On munit M, (R) du produit
scalaire usuel
(A| B) =tr(ATB).

On note F = Vect(G) et d = dim F.

Q11. Par définition, F est engendré par la famille éventuellement infinie des éléments de G. Comme F
est de dimension finie d, on peut extraire de cette famille génératrice une base. Il existe donc des matrices

Ay, ... A €G

telles que

B=(A,..., A

soit une base de F.

Q12. On pose
B = ((Ai | Aj))1<ij<a-

On considere la matrice C' des coordonnées des matrices Ay, ..., A4 dans la base canonique de M,,(R).
a) L’espace M, (R) est de dimension n?. La matrice C' a donc n? lignes et d colonnes :
C € M,z 4(R).

b) La j-ieme colonne de C est le vecteur des coordonnées de A; dans la base canonique de M, (R). Le
produit scalaire usuel de M,,(R) correspond au produit scalaire canonique de R™. Donc

(CTC)Z‘j = COli(C)TCOIj(C) = (Az ‘ AJ) = Bz‘j-

Ainsi
B=CTc.
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¢) On a toujours
ker(CTC) = ker C.

En effet,
xXTctox = |ox|>

Donc B = CTC et C ont méme rang. Comme les colonnes de C' sont les coordonnées d’une famille
libre (A,...,A44),onargC =d. D’ourg B = d, et B est inversible.

Q13. Soit M € G. On décompose M dans la base B :

d
M = Zl’jA]’.
j=1
On note
T (A1 | M)
Xvu=1|:1, Yy = :
Tq (Ag | M)

Pour tout i € {1,...,d},

d d
(A | M) = (Az‘ | Z%‘Aa) = a;(Ai | Aj).
=1 j=1

Donc
Yy = BX .

Comme B est inversible, on obtient
Xy = B Y.

Q14. Soit M € G. Pour tout ¢,
(A; | M) = tr(AT M),

Comme A; € 0,(R), ona AT = A7, Or A;7'M € G, donc
(A; | M) =tr(A; M) € trG.
L’ensemble tr G étant fini, chaque coordonnée de Yj; appartient a un ensemble fini. Ainsi
Yu; M € G}

est fini. Par la relation Xj; = B~ 1Y), Pensemble des vecteurs de coordonnées Xy est fini. Comme une
matrice de F est déterminée par ses coordonnées dans B, on en déduit que G est fini.

On a donc montré, pour un sous-groupe G de O, (R),

G fini <= G d’exposant fini <= trG fini.

Excellence Maths — Coaching en Mathématiques 5



Excellence Maths www.excellence-maths.fr

Partie B — Sous-groupes compacts de GL,(R)

On note M, 1(R) I’espace des colonnes, muni de son produit scalaire canonique. Sur M,,(R), on utilise la
norme subordonnée a la norme euclidienne de R™.

I. Quelques propriétés utiles
Q15. Soit A € ST (R). Pour X,Y € M,,1(R), posons
(X,Y), = (AX |Y) = XTAY.
Comme A est symétrique, cette forme bilinéaire est symétrique. Comme A est définie positive,
(X,X),=XTAX >0

pour tout X # 0. C’est donc un produit scalaire.

La boule unité fermée associée est
Ba={X eR"; XTAX <1}.

Pour obtenir la boule euclidienne fermée B(0,r), il suffit de prendre

Alors

<1 <= |X|<r
Donc By = B(0,7).

Q16. Considérons I'’endomorphisme
u: X — AT'BX.

Pour tous X,Y,
(w(X),Y), =(AA™'BX |Y) = (BX |Y) = X" BY.

Comme B est symétrique,

XTBY = (X | BY) = (X, A—lBY>A = (X, u(Y)),.

Donc u est autoadjoint pour le produit scalaire (-, -) 4.

On en déduit que A~!B est diagonalisable sur R. De plus, comme B € S; (R),
(w(X),X), =X"BX >0.

Les valeurs propres de A~'B sont donc réelles positives ou nulles.

Q17. Pour A, B € S,(R), on écrit B =< A lorsque
VX € R", XTBXx < XTAX.

Alors
B=A <= VX, XT(A-B)X>0 <<= A-BcS R).
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Q18. Soient A, B € S (R). D’apres Q16, A~! B est autoadjoint pour (-, -) 4 et ses valeurs propres sont
strictement positives.

Dans une base orthonormée pour (-,-) , qui diagonalise A1 B, si les valeurs propres sont Ai,..., A\, > 0,
alors

XTBX = <A’1BX,X>A - En: Az,
=1

et

XTAX = (X, X), => i
=1
Ainsi
B=<A <<= Vi ;<1 <= Sp(4~'B)|o,1].

Q19. Sous les hypotheses de Q18, avec B < A, les valeurs propres Aq, ..., \, de A~'B appartiennent a
10,1]. Donc
det B
detA

det(A™'B) =[N < 1.
=1

Ainsi
det B < det A.

Il y a égalité si et seulement si [[; \; = 1. Comme chaque \; €]0, 1], cela équivaut &
M==A,=1.
Puisque A~!'B est diagonalisable, cela donne A~!B = I,,, donc A = B. Réciproquement, si A = B,

I’égalité est évidente.

Q20. Pour 4 € §*(R), rappelons
Ba={XecR"; XTAX <1}.
Alors
B<A — BjCBg.

En effet, si X € Ba, alors
XTBX < XTAX <1,

donc X € Bp.

Réciproquement, supposons B4 C Bg. Pour X # 0, posons

Alors Y € By, donc Y € Bp, c’est-a-dire
YTBY < 1.

En multipliant par X7 AX, on obtient

XTBx < XTAX.

La propriété est aussi vraie pour X = 0. Donc B =< A.

Ainsi
B<A <+ ByC Bpg.
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Q21. Soit K C S (R).

Si K est bornée, il existe a > 0 tel que, pour toute A € K, la norme d’opérateur de A soit inférieure a .
Comme A est symétrique positive,

XTAX <o|X|> (X eR").

Donc
A= al,.

Réciproquement, s’il existe a > 0 tel que A < al, pour tout A € K, alors les valeurs propres de toute

matrice A € K appartiennent & [0, a]. Les normes d’opérateur sont donc bornées par «, et K est bornée.

II. Stricte log-concavité de ’application déterminant
Q22. Soient A,B € S (R) et t € [0, 1]. La matrice
tA+(1—1t)B
est symétrique. Pour tout X # 0,
XTtA+ (1 -t)B)X =tXTAX + (1 -t)XTBX >0,
car XTAX >0et XTBX > 0. Donc tA + (1 —t)B € S+ (R). Ainsi S+ (R) est convexe.

Q23. Soient A,B € ST (R) et t € [0,1]. Sit=0out =1, 'inégalité de concavité est une égalité triviale.
Supposons donc 0 < ¢ < 1.

On écrit

tA+ (1 —t)B = A(tl, + (1 —t)A™'B).
D’aprés Q16, A~'B est diagonalisable sur R et ses valeurs propres Ai,. .., \, sont strictement positives.
Donc

Indet(tA+ (1 —t)B) =Indet A+ > In(t+ (1 — t)\;).
=1

Comme In est strictement concave sur R* ,
In(t+ (1 —t)X\) >tlnl+ (1 —¢)Ink = (1 —¢)InA;,

avec égalité si et seulement si \; = 1.

En sommant,
Indet(tA+ (1 —t)B) > Indet A+ (1—1) Y I\
=1
= Indet A+ (1 —t)Indet(A™'B)
=tlndet A+ (1 —¢)Indet B.

L’égalité, pour 0 < t < 1, impose A\; = --- = A\, = 1, donc A~'B = I,,, puisque A~'B est diagonalisable.
Ainsi A = B.
Donc

Ar—1Indet A

est strictement concave sur S;7 T (R).

I1I. Groupe orthogonal associé a une matrice symétrique définie positive

Pour A € §;"(R), on pose
O(A) = {M € M,(R); MTAM = A}.
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Q24. Comme A € ST (R), il existe B € GL,,(R) telle que
A=B"B.

Par exemple, on peut prendre B = A/2.

Pour M € M, (R),
M'AM =A < M'B'BM=B"B <« (BMB Y (BMB™')=1I,.
Ainsi
M e O(A) <= BMB'ecO0,R).

L’application
®:0(A) - O,(R), M~ BMB™!

est donc un isomorphisme de groupes. En particulier O(A) est un sous-groupe de GL,(R), isomorphe a
O, (R).

Q25. D’apres Q24,
O(A) = B7'0,(R)B.

Or O, (R) est compact : il est fermé dans M, (R) et borné, par exemple car ses colonnes sont unitaires.
L’image d’un compact par I'application continue N — B~!N B est compacte. Donc O(A) est compact.

IV. Sous-groupes compacts de GL,(R)

Dans cette partie, G est un sous-groupe compact de GL,,(R).

Q26. Soit M € G. Comme G est un groupe, M* € G pour tout k € Z. La fonction déterminant étant
continue, det(G) est compact dans R*, donc borné.

Si |det M| > 1, alors |det(M*)| = | det M|* — +oc0 lorsque k — +o00, contradiction avec la bornitude de
det(G).

Si |det M| < 1, alors |det(M )| = |det M|~* — 400, méme contradiction.

Donc nécessairement
|det M| = 1.

Q27. On pose
C={MX;(M,X)eGx B},

ou B est la boule euclidienne unité fermée de R™.

L’ensemble G x B est compact, et I’application
(M, X)— MX

est continue. Donc C' est compact.

De plus, puisque I, € G, on a
BccC.

La boule unité contient une boule ouverte centrée en 0, donc 0 est un point intérieur de C.
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Q28. On considére

E={AcS (R);CCBa}, Ba={XecR";XTAX <1}.

Non-vacuité. Comme C' est compact, il est borné. Il existe donc R > 0 tel que
C Cc B(0,R).

D’aprés Q15, B(0, R) = Br-2; . Donc R~21,, € E, et E est non vide.

Fermeture. Si (A;,) est une suite d’éléments de E convergeant vers A € S;7(R), alors, pour tout X € C,
XTAX < 1.

Par passage a la limite,
XTAx <1,

donc A € E. Ainsi E est fermé.

Bornitude. Comme B C C, si A € E, alors B C Ba. Par Q20, cela signifie

A=X1I,.

D’apres Q21, E est borné.
L’ensemble E est donc compact dans I’espace de dimension finie S, (R).

Convezité. Si Ay, Ay € E et t € [0, 1], alors pour tout X € C,
XTtA + (1 —t)ANX =tXTA X+ (1-t)XTAX < 1.

Donc tA; + (1 —t)Ag € E. Ainsi F est convexe.

La fonction déterminant est continue, donc elle atteint son maximum sur le compact £. Comme E contient
une matrice définie positive, le maximum est strictement positif. Toute matrice ot ce maximum est atteint
est donc définie positive.

Soient A1, Ay € ENS;H(R) deux matrices de déterminant maximal. Si Ay # Ag, alors, par convexité de
E,
A+ A

Ao 5

e E.

Par stricte concavité de Indet sur S;F*(R),

1 1
Indet Ag > 3 Indet Ay + 3 In det Ao,

donc
det Ag > det Ay,

ce qui contredit la maximalité. Ainsi A1 = As.

Il existe donc une unique matrice A € S;F(R) telle que C' C B4 et det A soit maximal.

Q29. Soit A la matrice obtenue a la question précédente. Montrons que G C O(A).

Soit M € G. On remarque d’abord que
MC =C.

En effet,
M(NX)=(MN)X e C

pour tout N € G et X € B, et I'inclusion réciproque s’obtient avec M1 € G.

Comme C C By, on a, pour tout X € C,
MX e C,
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donc
(MX)TAMX) < 1.

Autrement dit
XT(MTAMX <1 (X €0),

ce qui signifie
C C BMTAM'

Ainsi MTAM € E.

De plus, par Q26,
det(MTAM) = det(M)? det A = det A.

La matrice M7 AM appartient donc & F et a le déterminant maximal. Par unicité dans Q28,
MTAM = A.

Donc M € O(A). Ainsi
G C O(A).

D’apres Q24, O(A) est isomorphe & O, (R) ; par restriction, G est isomorphe a un sous-groupe compact
de O, (R).
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Partie C — Croissance du groupe de Heisenberg discret

I. Croissance d’un groupe

Soit G un groupe de neutre e, engendré par une partie finie S. On note £g la longueur associée et

Vs(p) = {9 € G; £s(g9) < p}.

Q30. Soit g € G. Si
g=stt---spk, s;i €S, a; €7,

alors

-1 _ —og —Q1
g _Sk .n-sl .

Les sommes des valeurs absolues des exposants sont les mémes. En prenant 'infimum, on obtient
-1
ls(g™") = Ls(g)-

De méme, si g admet une écriture de longueur a et h une écriture de longueur b, alors gh admet 1’écriture
concaténée de longueur a + b. En minimisant,

ls(gh) < ls(g) +Ls(h).

Q31. Soit ¥ une autre partie finie génératrice de G.

Pour tout o € ¥, la quantité {g(o) est finie. Posons

I __
C'= 2163%65(0) > 0.

k

Sig=o0f"--0o" est une écriture de g en générateurs de X, alors

k k
ls(g) < D lailts(or) < O lail.
i=1 i=1
En minimisant sur les écritures selon 3,
ls(g) < C'ls(g).

De fagon symétrique, en posant

C" = 14 0
Ny = 0

on obtient
Ix(g) < C"ls(g).

Ainsi il existe deux constantes strictement positives a, b telles que
als(g) < Ix(g) < bls(g).

Par conséquent,
Vs(p) C Va(bp),  Vs(p) C Vs(C'p).

Les croissances polynomiales obtenues avec S et avec ¥ sont donc équivalentes a changement multiplicatif
de la variable pres. Le degré de croissance polynomiale ne dépend pas du systéeme fini de générateurs
choisi.
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Q32. On suppose ici N ={0,1,2,...}. Le nombre de triplets (x,y,2) € N tels que
r+y+z<p
est le nombre de quadruplets (z,y, z,t) € N* tels que
r+y+z+1t=np.

Par la méthode des barres et étoiles,

3
card{(z,y,2) e N®>; x4y + 2 <p} = (p—;— >

Pour Z3 muni de son systéme de générateurs canonique, la longueur d’un élément (a, b, c) est
|a| + [b] + [c]-

On a donc
V(p) = {(a,b,c) € Z%; |a| + |b] + || < p}.

Cet ensemble contient les triplets de N3 de somme au plus p, et il est contenu dans la réunion des 8

orthants correspondants. Ainsi
p+3 p+3

p+3\ p*
3 6’

le groupe (Z3,+) est & croissance polynomiale de degré 3.

Comme

II. Le groupe de Heisenberg discret

On considere

100 110 1 01
S=101 1|, T=[01 ., U=[0o10
001 0 1 00 1
On note A= {S,T,U} et H = (A).
Q33. Pour tout (4,4, k) € Z3,
100 1 50 1 0 k
Si=101 i|, =10 1 ., Ub=10 1 0
00 1 0 1 00 1
Donc
vk
STk =10 1 i
0 0
Q34. En utilisant la formule précédente,
- Lj k . L w
srivk=10 1 i|, S'TVU¥=[0o 1 ¥
00 1 0 0 1
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Le produit vaut

1 5 k\ (1 5 K 1 j+7 k+k+ji
01 ¢ 01 ¢|=]0 1 i+
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Ainsi
Siipk gt i k' — giti piti prktk i
Donc

@ 3" K = G+, j+ 7 k+ K i),

Q35. D’apres Q34, pour tout (4,7, k),
(4,7,%)(0,0,1) = (i, 5,k + 1) = (0,0, 1) (i, j, k).

Donc U commute avec tous les éléments de H.

Par ailleurs,
778" = SOTIpYsiTOU0 = §iTiyst,

S'TIUH =TI 5",

Q36. Le groupe H n’est pas commutatif. En effet,
TS =S8TU,

et U # I3, donc T'S # ST.

De plus, la relation précédente donne
U=S'TsT .

Ainsi U € (S,T'), donc
(S, Ty =(S,T,U) = H.

Q37. Considérons o
f:7®— H, (i,4, k) — S'TIU*,

D’apres QQ33,

O .
— .

1
fli g, k)= {0
0

Cette formule montre immédiatement que f est injective.

Elle est aussi surjective : ensemble des matrices de la forme S*T7U* contient S, T, U et est stable par
produit d’apres Q34 ; il contient aussi les inverses, puisque

(SITIUk)~t = iy TR,
Il contient donc tout le sous-groupe H engendré par S, T,U.

L’application f n’est pas un morphisme de groupes lorsque Z3 est muni de sa structure additive usuelle,
car H n’est pas commutatif alors que (Z3, +) est.

En revanche, on peut munir Z3 de la loi
(i3, k)% (7', 5" k') = (i + 4, §+ 5 k+K +5i").

Alors Q34 montre exactement que

flxxy) = f(z)f(y),

donc f est un isomorphisme de groupes de (Z3,x) sur H.
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Remarque. Dans le scan fourni, les questions Q38 et Q39 semblent contenir des coquilles si on les lit
littéralement. Par exemple, I’énoncé intermédiaire de Q38 avec la contrainte |z| < |ij| ne peut pas étre
vrai pour tout élément de longueur au plus p : en effet

gmpmg=mp=m _ gy=m?,

donc ¢4 (U _mz) < 4m, alors que sa forme normale impose i = j = 0. La suite de la correction donne les
estimations vraies et suffisantes pour établir la croissance polynomiale de degré 4.

Q38. Majorant de |V4(p)|. Soit M € H tel que £4(M) < p. On peut écrire M comme un mot de
longueur au plus p en les lettres
S:I:l T:tl U:tl.
En regroupant les lettres S, T' et U, on obtient une forme normale
M = S'TU¥K,
Les exposants i et j sont les sommes algébriques des exposants des lettres S et T' dans le mot. Donc

li| < p, 7] < p.

L’exposant central K regoit deux contributions :

— les lettres U%! déja présentes dans le mot, contribution de valeur absolue au plus p;

— les commutations nécessaires pour mettre tous les S avant tous les T'. Chaque échange d’une lettre
T*! avec une lettre ST modifie I'exposant de U de +1.

Il y a au plus p? tels échanges. Par conséquent
K| <p+p*

Comme la forme normale S*T7UX est unique d’apres Q37,

Valp)l < 2p +1)*(2(p +p*) + 1) = O(p").

Q39. Minorant par remplissage d’un rectangle. On montre le résultat utile suivant : si 7,5,k € N,
si
i+j<p et 0 <k <1y,

alors o

LA(S'TIU*) < p.
11 suffit de montrer que I’on peut former S*T7U* avec un mot de longueur i + j en les seules lettres S et T
Lorsqu’on place une lettre T" avant une lettre S, la remise sous forme normale utilise

TS =STU.

Ainsi 'exposant de U obtenu est le nombre d’inversions, c’est-a-dire le nombre de paires (T, 5) ou le T'
est placé avant le S.

Avec i lettres S et j lettres T, ce nombre d’inversions peut étre n’importe quel entier entre 0 et ij. Si
1=0o0uj=0,alors k =0 et le mot S*I7 convient. Supposons donc 4,5 > 1. Ecrivons

k=gqi+r, 0<r<y, 0<qg<y,
avec le cas ¢ = j uniquement lorsque » = 0. Si ¢ < j, le mot
Ti8rTSTTIm !
possede exactement ¢i + r = k inversions. Si ¢ = j, le mot 775 posséde exactement ij = k inversions.
Il existe donc un mot de longueur i + j < p représentant S*T7U*. Ainsi

CA(S'TIUR) < p.
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Q40. Posons
E,={(i,j,k) eN*;i+j<pet0<k<ij}.

Pour i et j fixés, le nombre de valeurs possibles de k est 5 + 1. Donc

p p—i

|Ep|:ZZ(ij+1)

i=0j=0
Z(Z]—l— —i+1))
=0 7=0

S (omilboien )

=0

.

En particulier,

|Ep|Z;iZ i)? = p Z ( )2‘

i=0 i—o PP
La somme de droite est une somme de Riemann. Elle converge vers
Ainsi le minorant ci-dessus est équivalent a

On peut méme calculer exactement

(p+1)(p+2)(p* —p+12)

E =
‘ P‘ 24 )
donc .
p
E) ~=—.
’ p 24

Q41. Dr’apres Q39, pour tout (7,7, k) € Ep,

SITIUR € Va(p).
Comme la forme normale est unique, I’application

(i,4, k) — S'TIU*

est injective. Donc
4

p
Va(p)l 2 |Byl ~ 2.

En particulier, il existe ¢ > 0 tel que, pour p assez grand,
Va(p)| = ep*.

D’apres Q38, il existe C' > 0 tel que
Va(p)| < Cp'

pour p assez grand. Finalement,
ept < |Va(p)| < Cp*.

Le groupe de Heisenberg discret H est donc a croissance polynomiale de degré 4.
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